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Capitulo 1

Introduccion

1.1. De la mejor manera

El uso de los métodos matemaéticos de optimizaciéon se remonta a tiempos
de los griegos, cuando Herdén analizé sencillos pero significativos problemas
de optimizaciéon en relacion con sus estudios de optica, tema que retomo
Fermat. A partir de entonces, el uso de métodos variacionales en la fisica
se hizo natural a través del Principio de la Minima Accién y justificd el
gran interés y auge del asi llamado Célculo de Variaciones. Pero en el siglo
XX, cuando parecia agotado el interés de los matematicos en el calculo de
variaciones, la necesidad de aplicar las mateméaticas mas alla de la fisica,
a problemas de optimizaciéon en la industria, la aerondutica y la economia
llevo a la renovacion de la disciplina con la creaciéon de nuevos campos de
las matemaéticas como la Programacion Lineal, la Programacion Convexa, la
Programaciéon Dinamica y el Control Optimo. En esta nueva fase del desa-
rrollo de la optimizacion, el énfasis pasd del estudio de la manera en la que
la naturaleza espontaneamente llegaba a un 6ptimo (por ejemplo, cuando,
segtn el Principio de Fermat, la luz recorre las trayectorias de tiempo mini-
mo) hasta el caso en el que es un agente, un decisor, el que tiene que llegar
a determinar la secuencia de decisiones que le permitan alcanzar el 6ptimo.
Por ejemplo, lograr el alunizaje de un moédulo lunar con el minimo gasto
de combustible, realizar un recorrido de un punto de partida a un punto de
llegada en tiempo minimo, invertir de manera que se logre el mejor consumo
a lo largo de un periodo dado de tiempo, etc.

Realizando un escueto esbozo historico, quizas el inicio de este cambio de
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modo de pensar se di6 tanto por las terribles condiciones en la dos guerras
mundiales del siglo XX, durante las cuales era imperioso sacar el maximo
provecho de los escasos recursos, y el desarrollo de ramas de las matema-
ticas abstractas como el analisis funcional, el cual permiti6 unificar en un
esquema abstracto las muy diversas técnicas que estaban dispersas en ramas
diversas como el célculo (regla de Fermat, Teoremas de la Funcion Inversa
y la Funcion Implicita, Multiplicadores de Lagrange, Método de Newton),
las ecuaciones diferenciales, el dlgebra matricial, el calculo de variaciones,
etc. Esta combinacion permitio el surgimiento a mediados del siglo XX de
la Programacion Lineal, de manera paralela en la entonces Unién Soviética,
con la obra de Kantorévich (quien resultara un personaje muy importante
en esta tesis) y en los Estados Unidos con la obra de Dantzig. El método
Simplex de Dantzig tuvo un impacto inmediato en el calculo practico de
los programas lineales 6ptimos, lo que obscureciéon en Occidente las aporta-
ciones de Kantorovich (en particular, al replanteamiento de los Problemaas
de Transporte de Masa), que ahora reciben cada vez mas atencion fuera de
Rusia.

En épocas y por razones similares, R. Bellman abandon6 una carrera
en Teoria Analitica de los Numeros, para atacar problemas de optimizacion
por medio del método que él bautiz6 por interesantes razones Programacion
Dinamica (en particular, para lograr apoyo de autoridades estadounidenses
adversas a las matematicas). Aprovechando el desarrollo de las computado-
ras digitales, logr6é plantear un extenso programa de investigacion alrededor
de dicha técnica, analizando muy diversos problemas en control. En parti-
cular, logro formular el problema de manera abstracta introduciendo una
ecuacion funcional para una funcién asociada al problema, que de ser co-
nocidad, lo permite resolver (la funcion de Valor), logrando asi dar una
formulacion matematica precisa a la técnica de induccion retrograda.

Motivado por Seminarios a los cuales se invitaban a ingenieros, Pontrya-
gin y su escuela lograron plantear una generalizacion del Célculo clasico de
Variaciones, que en cierto sentido es un método infinito-dimensional de la fa-
miliar regla de los Multiplicadores de Lagrange, y que ahora se conoce como
Principio del Maximo de Pontryagin, que se aplica a problemas de control
optimo. Una aplicacion clasica es la determinacion de la manera 6ptima u(t)
de utilizar el cohete inferior de un médulo lunar, de manera que este alunize
suavemente con un gasto minimo de combustible.

Vale la pena senalar que el primer problema de Célculo de Variaciones
que recibi6 atencion general fue el problema de la Braquistocrona de Bernou-
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1li, problema que ya habia planteado Galileo al analizar planos inclinados:
icudl es la trayectoria C'(u) (un tobogén) de un punto A a un punto B a
un nivel inferior, tal que permita a una canica que inicia en A llegar a B
en un tiempo minimo? Diversos mateméticos, como Newton y Leibniz lo-
graron resolver el problema. Un método, por cierto, consistia en relacionar
este problema con el Principio de Fermat en 6ptica. Posteriormente Euler
y Lagrange plantearon métodos generales que permitieron iniciar el Célculo
de Variaciones propiamente dicho. Sin embargo, fue cuestion de tiempo des-
cubrir que el Principio del Méaximo también se aplica a este problema, por
lo cual a veces se le considera con el primer problema de Control Optimo
propiamente dicho.

Una familia natural de problemas de optimizacion analiza aquellos casos
en los que interviene el azar, dando origen a diversas variantes hermana-
das en conceptos, pero diferenciadas por detalles de modelo o por las co-
munidades que los analizaron: Procesos de Decisiéon Markovianos, Procesos
controlados de Markov, Control Optimo de Difusiones, etc. En el caso en el
que el modelo considera tiempo discreto es posible utilizar directamente el
método de Programacién Dinamica si el nimero de etapas es finito. Cuando
el proceso es a tiempo discreto, pero con un nimero infinito de etapa, mo-
delo que tiene mucho sentido en la practica en varios campos (por ejemplo,
computacion, economia) donde el namero de etapas es mucho muy grande,
estrictamente hablando no se puede aplicar Programacién Dindmica, que al
ser un tipo de induccion retrograda, precisamente comienza etapa por etapa,
desde la etapa final hasta llegar a la primer etapa. En ese contexto, varios
investigadores propusieron métodos iterativos inspirados en Programacion
Dinamica, conocidos como Iteracion de Valores e Iteracion de Politicas, que
resultaron variantes de el método usual de solucion de ecuaciones por ite-
racion y el método de Newton. Ambos métodos ya era conocido se podian
formalizar a partir de los métodos andlogos en dimension finita a través
del Teorema del Punto Fijo de Banach. Efectivamente, este enfoque, el de
Operadores Contractivos ha tenido mucho impacto en esta area y es una
herramienta bésica en la presente tesis.

Dada la novedad y gran variedad de problemas en economia e ingenie-
ria en los cuales se pueden aplicar las técnicas de Programacion Dindmica
para sistemas modelados a tiempo discreto, esta disciplina crecié de mane-
ra acelerada. En particular, surgieron diversos enfoques que pertenecian a
diversas comunidades interesadas en el tema con sus propias terminologias:
matematicos, ingenieros, economistas y méas recientemente computélogos, lo
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que atestigua por un lado la vitalidad del tema y por el otro representa
cierta exhuberancia que en un futuro requerird un trabajo critico de reor-
denamiento: en esta tesis analizamos un aspecto de dicha labor, la cuestion
de la estabilidad del modelo que se utiliza. El estudio de esta problemaética
se remonta a los trabajos de Lyapunov en sistemas dinamicos, al analizar
la sensibilidad de la soluciéon de una ecuacion diferencial a las condiciones
iniciales. La estabilidad de un modelo mateméatico determina en cierto sen-
tido su validez como modelo de una situacion real. Con la formalizacion
matemaética de la Teoria de la Probabilidad y el desarrollo subsecuente de
la Teoria de los Procesos Estocasticos y su utilizacion como modelos en
diversos campos aplicados, la cuestion de la estabilidad se presenté6 de ma-
nera natura. Mateméticos de la talla de Projorov y Kalashnikov analizaron
este tema, planteando un esquema por medio de métricas probabilisticas:
medidas numéricas del parecido entre modelos estocasticos distintos.

La presente tesis analiza la aplicacion de estas ideas (el uso de métri-
cas probabilisticas) para analizar la estabilidad de procesos controlados. De
esta manera se prosigue el programa de investigacion que planted el Prof.
E. Gordienko desde los anos ochentas, utilizando en diversas ocasiones la
herramienta de operadores contractivos.

Para finalizar este capitulo haremos un breve recorrido por los temas del
Teorema del Punto Fijo de Banach, las métricas probabilisticas, el concepto
de estabilidad que nos interesa en procesos controlados. La seccion final
describe la estructura de la tesis.

1.2. Operadores contractivos.

Uno de los més resultados mas poderosos y a la vez sencillos en ma-
tematicas es el Teorema del Punto Fijo de Banach. Durante anos diversos
matematicos como Newton, Peano, entre otros habian utilizado métodos de
aproximaciones sucesivas. Con el desarrollo del Anélisis Funcional y la no-
cion de Espacio Métrico Completo fue posible que Banach formalizara de
manera muy sencillo todos esos resultados dispersos en la literatura.

Recordemos que el Teorema dice que si X es un espacio métrico completo
con métrica d y T' es un operador de X a X, entonces, bajo la hipotesis de
que existe « positiva menor que uno tal que d(7'(x),T(y)) < ad(z,y) para
cualquier z,y € X tenemos:

*

» Existe un tnico punto z* € X tal que T'(z*) = x*.



1.3. METRICAS PROBABILISTICAS 9

= Dado cualquier punto xyg € X, la sucesién de iteraciones sucesivas
Tpi1 = T'(x,) converge a x*.

Este esquema es sumamente flexible, como lo veremos en el capitulo
siguiente. Baste mencionar ahora que por ejemplo, el Método de Newton
se puede plantear como un problema de operadores contractivos y a partir
de ese planteamiento se pueden enunciar condiciones suficientes para que
permita construir una sucesiéon convergente a la raiz de la ecuaciéon original.

En esta tesis nuestro interés particular radica en la posibilidad de util-
zar el método de iteraciones sucesivas para resolver la ecuacién funcional
de Bellman para encontrar la ecuacién de Valor del problema de control.
Este método se conoce como Iteracion de Valores en la literatura de Proce-
sos Markovianos de Decision, y tal como hemos comentado, lo analizaremos
bajo el contexto del Teorema del Punto Fijo de Banach. Este tipo de uni-
ficacion matematica en esta ocasion si resulta de interés a los ingenieros,
economistas y computologos, porque al contrario de muchas de la generali-
zaciones matematicas, ademas de garantizar la existencia de la solucién nos
ofrece un método para aproximarla.

1.3. Meétricas Probabilisticas

Cuando analizamos modelos deterministicos, a veces basta comparar tra-
yectorias del modelo utilizando alguna métrica sencilla. Por ejemplo, podria-
mos analizar qué tan cercanas estan dos trayectorias x(t) y y(t) en funcion
la maxima discrepancia posible:

d(z,y) = sup{|z(t) —y(t)|: t € [0, 7]}

donde [0, 7] es el intervalo de tiempo durante el cual se analiza la trayectoria.

Meétricas de este tipo son comodas para estudiar la estabilidad de trayec-
torias deterministicas. Sin embargo, en nuestro contexto, en vez de traba-
jar con trayectorias deterministicas, trabajaremos con variables y procesos
aleatorios. En este caso la situacion se complica enormemente. Dado que el
objetivo de este capitulo es esbozar el esquema de la tesis, nos limitaremos a
realizar las siguientes observaciones. El campo de las métricas probabilisti-
cas es muy vasto y confuso. En algunos casos ni siquiera se est&4 hablando de
métricas en el sentido de espacios métricos. A veces se analiza una métrica



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

sobre el espacio de variables aleatorias sobre €2, otras sobre el espacio de me-
didas de probabilidad sobre ). Tenemos métricas como las de Kolmogérov,
Levy, Ky Fan. En nuestro caso utilizaremos la métrica ponderada del supre-
mo de la discrepancia esperada, cuando analicemos difusiones controlados,
la métrica de variacion total y la métrica de variacion total ponderada y
finalmente utilizaremos la métrica de Kantorévich. Los detalles técnicos de
dichas métricas los referiremos a la literatura correspondiente. Las razones
por las cuales se decidi6 utilizar cada métrica en particular se analizaran en
la seccién correspondiente al problema de estabilidad.

1.4. Estabilidad en Control

Deseamos controlar un sistema .. Cada vez que elegimos una estrategia
de control w incurrimos en un costo ¢(u). Bajo condiciones adecuadas, existe
una estrategia u* tal que

c(u*) = inf{c(u): ue U}

donde U denota el conjunto de todos los controles admisibles. Dicho control
u* queda determinado implicitamente por medio de la funcién de valor V
del problema.

Nuestro problema radica que en la practica no se conoce el sistema X,
sino una aproximacion . Podemos por ejemplo encontrar la funcién de valor
V del problema. Incluso es posible que V y V sean funciones muy cercanas.
Podemos hallar también la estrategia 6ptima de control @*. Sin embargo, la
cuestion real en la practica es que esa estrategia ©* no la vamos a utilizar en
3 sino en el sistema original 3. No s6lo es muy improbable que @* sea igual
a u* sino que es posible que aunque se le parezca, al utilizarla en el sistema
original, su costo ¢(@*) sea muy alto.

Nuestro reto consiste en

= Elegir una métrica d que nos permita estimar qué tan cercanos se
encuentar los sistemas > y X.

» Determinar una cota de la diferencia
A =c(u*) — c(u”)

en términos de d(%, ).
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= Determinar si A — 0 cuando d(3,%) — 0

En este caso diremos que el sistema es estable en el sentido de controles,
control-estable o c-estable, para distinguir el concepto de otros tipos de
estabilidad.

En particular, el estudio de la c-estabilidad en términos de operadores
contractivos es el tema de la presente tesis.

Vale la pena senalar que apesar de su gran importancia, este tema ain
plantea una gran riqueza de problemas abiertos que pueden ser atacados,
por lo que esperamos que esta tesis sirva también para divulgar esta rama
de la investigacion y lograr motivar a alumnos de postgrado a considerla
como un opcién interesante como tema de investigacion.
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Capitulo 2

Operadores Contractivos y
Estabilidad

2.1. Introduccion

Esta seccion recapitula en anteproyecto original que se present6. Sirve
para retomar el contexto original y los conceptos que se detallan posterior-
mente. Los siguientes dos capitulos describen los dos trabajos realizados y
publicados para esta tesis.

2.2. Convergencia de Procesos de Markov a
tiempo discreto y métricas probabilisticas.

Un proceso de Markov a tiempo discreto es un modelo matematico de un
sistema dinamico sujeto a perturbaciones aleatorias periédicas. La teoria de
la convergencia de dichos procesos a su distribucion estacionaria (incluyen-
do la estimacion de la tasa de convergencia) se encuentra bien desarrollada
en el caso de métricas probabilisticas fuertes (como la de variacion total,
y la de variacion total ponderada, ver por ejemplo [9]). En algunos proble-
mas aplicados relacionados con procesos de Markov es importante estimar
la tasa de convergencia de distribuciones del proceso respecto a métricas dé-
biles (como la de Prokhorov o la métrica de Kantorovich). Sobre este tema
existen resultados aislados (ver [17]|12]). Por ejemplo, en contraste con el
caso de las métricas fuertes, no existe para las débiles un criterio general

13
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de determinacion de tasa de convergencia exponencial a las distribuciones
estacionarias.

2.3. Meétricas, contracciones y estabilidad de
procesos de Markov controlados.

Si la evaluacién de un proceso de Markov a tiempo discreto depende
de algunas acciones que pudiera llevar a cabo un controlador externo es-
tamos hablando de un proceso controlado. El controlador debe contar con
una funciéon objetivo que le permita evaluar la calidad de sus acciones. En
este contexto, dos de los criterios mas utilizados en la teoria y las aplica-
ciones son el costo total descontado y el costo promedio esperado. (ver [3]).
El problema de optimizacion de un sistema controlado bajo alguno de es-
tos criterios es un relativamente viejo y cuenta con una extensa teoria. Més
reciente es el problema de estimaci “6n de la estabilidad de los controles 6p-
timos cuando nos enfrentamos a la incertidumbre en la determinacion de
los paramtros que determinan el proceso. Los resultados con los que con-
tamos en etes area (estimacion del indice de estabilidad) utilizan métricas
fuertes. (ver por ejemplo [1], [2], [7], [10], [18]). Por otro lado, la estabilidad
(y su estimacion cuantitativa) es de una gran importancia practica para un
clase muy amplia de problemas (colas, riesgo, finanzas), cuando se utilizan
métodos estadisticos para evaluar los parametros del proceso real [19]. En
particular, en el caso del uso de distribuciones empiricas, salvo para algunos
casos particulares ([13] y [16]), no existe una teoria en esta direccion. En
los trabajos antes mencionados los métodos de métricas probabilisticas ([5]
y [6]) se combinaron exitosamente con la técnica de los operadores contrac-
tivos (ver también [8] y [11]). Podemos ser optimistas y conjeturar que un
enfoque analogo podria tener éxito para algunas clases generales de procesos
de Markov controlados.

2.4. Objetivo

De acuerdo a los comentarios anteriores, planteamos los objetivos del
Proyecto de la siguiente manera.

Utilizando los métodos de métricas probabilisticas junto con los méto-
dos de operadores contractivos en espacios métricos y las nuevas estimacio-
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nes de la tasa de convergencia de medidas empiricas se busca determinar
por medio de la combinaciéon de estas técnicas, las condiciones generales de
convergencia exponencial y de momentos de distribuciones a las distribu-
ciones invariantes (con respecto de las métricas de Kantorovich y Dudley,
[6], [13]) de procesos de Markov a tiempo discreto. En una siguiente etapa
se espera poder aplicar estos resultados junto con la técnica del articulo |2]
para establecer las desigualdades para el indice de estabilidad para procesos
controlados con costo total descontado y con costo promedio. Finalmente,
se planea considerar aplicaciones de los resultados obtenidos en el caso de
aproximacién por distribuciones empiricas para estudiar la estabilidad de
procesos de consumo e inversion y de procesos controlados de colas.

2.5. Problemas Propuestos

2.5.1. Problema 1

Estimaciones cuantitativas de estabilidad de procesos de Markov contro-
lados, a tiempo discreto con respecto a métricas débiles (de Kantorovich y
sus extensiones, [13]).

En el planteamiento de este problema se consideran dos procesos de
Markov controlados, el proceso real P,, del cual no conocemos todas las
caracterfsticas y el procesos aproximado P, del cual conocemos todas sus
caracteristicas. Sean Q(7) y Q(m) los valores del criterio de optimizacion
de los procesos real y aproximado respectivamente, es decir, Q(m) y @(7?)
denotan el costo total descontado o el costo promedio esperado que se obtiene
al aplicar la politica 7 tanto a P, como P,. Sean 7* y 7* las politicas 6ptimas
para ambos procesos, es decir:

Q") = int Q(r) (2.1)

Q") = inf Q(m). (2.2)

Si utilizamos la politica “aproximada”’ 7* (es decir, la 6ptima para el
proceso aproximado) en el proceso real P, entonces posiblemente no alcan-
zaremos el costo minimo, quedando quizés por encima. A dicha diferencia
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la denominaremos indice de estabilidad:
A= Q) - Q). (2.3)

Nuestro objetivo consiste en poder establecer desigualdades de estabili-
dad del tipo:

A <d(P., P,),

donde d es una distancia entre las probabilidades de transicion de P, y
P, expresada en términos de métricas probabilisticas de tipo Kantorovich
[13]. Aqui el paso clave consiste en establecer algin tipo de “suavidad” de
las soluciones de las ecuaciones de estabilidad relacionadas con el costo en
cuestion [3].

2.5.2. Problema 2

Estimacion de la tasa de convergencia del indice de estabilidad en el caso
de aproximaciéon por distribuciones empiricas.

Supongamos la siguiente situacion que se presenta frecuentemente en la
practica: el proceso aproximado P, se obtiene a partir del real P, a través
de un cambio de su distribuciéon g por una distribucion empirica p,, origi-
nada a partir de n observaciones independiente de correspondiente vectores
aleatorios. Se puede esperar poder combinar desigualdades de estabilidad
con las estimaciones conocidas respecto a la tasa de convergencia de las
medidas empiricas p,, a 4 cuando n — oo respecto a ciertas métricas proba-
bilisticas ([4], [15], [14]). Esto nos permitiria evaluar errores en el problema
de optimizacién en términos del volumen de informacion estadistica dispo-
nible. Basicamente, los resultados conocidos para tasa de convergencia de
distribuciones empiricas se pueden ser utilizados cuando la funcién de costo
(solucion de la ecuacion de optimalidad) satisface la condicion de Lipschitz.
En el caso més general (por ejemplo, cuando la funcion satisface la condicion
de Hélder) el problema de evaluar la tasa de convergencia de distribuciones
empiricas respecto a métricas débilies generadas por clase de funciones Hol-
der se encuentra ain fundamentalmente sin resolver. Este problema tiene
interés no so6lo en el estudio de la estabilidad de procesos controlados.
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2.5.3. Problema 3

Aplicaciones respecto a la estabilidad de procesos de optimizaciéon de
cOnsumo e inversion.

Existen clases de procesos de consumo e inversiéon para los cuales las
politicas 6ptimas respecto al criterio de costo descontado son conocidas de
forma explicita. Seria muy interesante hasta qué grado éstas expresiones ex-
plicitas funcionan cuando los parametros del proceso han sido perturbados.
Es claro que disponer de desigualdades de estabilidad seria un paso en la
resolucion del problema.

2.5.4. Problema 4

Estimacion respecto a meétricas débiles de la tasa de convergencia de
procesos de Markov a tiempo discreto a distribuciones estacionarias.

Sea p la distribucion inicial de un proceso de Markov con probabilidad
de transicion P. Supongamos que existe una distribucién estacionaria inva-
riante m, es decir, que cumple:

Pr=m.

(ver por ejemplo [17] para resultados recientes sobre la existencia de ).
Denotemos con t = 1,2, ..., un indice discreto de tiempo. Sea p; = Plu, es
decir, y; es la distribucion del proceso al tiempo ¢. Existen resultados del
tipo

ppe, m) — 0, — oo, (2.4)

ppg, ) <cal,a<1,t=1,2,3,... (2.5)

donde p es una distancia de variaciéon total o ponderada, bajo condiciones
adecuadas [9]. Cuando p es una métrica débil el problema de convergencia se
complica y existe poco investigacion realizada al respecto. Existen ejemplos
de procesos (ver [12| y [17]) para los cuales

plpe, ™) > c/t,e>0,t=1,2,3,... (2.6)

donde p es una métrica débil (la métrica de Dudley). Pero para dicho proceso
existe una métrica equivalente p. para la cual si se cumple:

ppg, ) <cat,a<1,t=1,2,3,... (2.7)
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Un problema abierto interesante consiste en establecer condiciones sobre la
probabilidad de transicion P bajo las cuales se cumplan 2.6 y 2.7 para mé-
tricas débiles como las de Dudley o Kantorovich. Es posible que el uso de
métodos de operadores contractivos permita dilucidar dicha cuestién. De-
sigualdades como la 2.7 seran de gran utilidad en el estudio de la estabilidad
de procesos de Markov, controlados o no.

2.6. Comentarios Generales.

La UAM Unidad Iztapalapa ofrecié la infraestructura necesaria para
desarrollar la parte del proyecto anteriormente descrito que constituye el
objeto de esta tesis doctoral y que se describe en los dos antepentltimos
capitulos. Tal como se comenta en el capitulo final, ademas de los proble-
mas de este proyecto que quedaron pendientes, hay nuevos problemas que
surgieron durante el trabajo doctoral.



Capitulo 3

Caso Costo Descontado

El objetivo de este trabajo es determinar desigualdades que estimen la
estabilidad (robustez) en problemas de optimizacion respecto al costo des-
contado de Procesos Markovianos controlados en espacios de estados de Bo-
rel. En particular, nos interesa que el costo por etapa pueda ser no-acotado,
para poder cubrir casos importantes en la practica como el problema de
control lineal con costo cuadréatico.

Se ha desarrollado mucho trabajo al respecto, pero en esta tesis tratare-
mos el caso en el cual la perturbaciéon sobre las probabilidades de transicion
se estudia midiéndola respecto a la métrica de Kantorovich, relacionada in-
timamente con la convergencia débil. En particular, esto abre la posibilidad
de estimar la tasa en la que se va a cero el indice de estabilidad cuando la
aproximacion se realiza via medidas empiricas, caso que tiene interés esta-
distico. En estudios anteriores, cuando el indice de estabilidad se analizaba
via métricas fuertes como la de variaciéon total, el uso de medidas empiricas
no era posible.

El contenido de este capitulo corresponde al articulo Discounte cost
optimality problem: stability with respecto to weak metrics publi-
cado en 2008 por Math. Meth. Oper. Res., vol. 68: 77-96, escrito por Evgueni
Gordienko, Enrique Lemus-Rodriguez (doctorando) y Ratl Montes-de-Oca.

19
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3.1. Planteamiento del Problema

Para beneficio del lector, detallaremos el prolbema a tiempo discreto que
nos concierne (para més detalles, se puede consultar [4], [9]). Nos interesa
primero analizar el criterio de costo total descontado. En el capitulo siguiente
analizaremos el criterio de costo promedio.

Supondremos que el proceso de control estd dado por la siguiente ecua-
cion estocastica en diferencias:

xt:F(-rt—laatagt)a t= 1a27"'7 (171)
donde F' es una funciéon medible dada;
Ti_1,T; € X, ay € A(.Z't_l) C A, t 2 1,

v &1,&, ... es una sucesion i.i.d. de vectores aleatorios que toman valores
en un espacio de Borel S. Denotaremos por £ a un vector aleatorio (v.a.)
genérico para &1,&s,. ... El espacio de estados X y el espacio de accionesA
son de Borel también: a cada estado € X le corresponde un conjunto A(x)
de acciones admisibles que supondremos compacto, ademéas K := {(z,a) :
r € X, a€ A(r)} es medible en X x A.

Supondremos que la funcién que determina el costo por etapa,c(z,a),
(r,a) € K, es medible. Sean x € X y 7 respectivamente, un estado inicial
del sistema dado y unapolitica de control (ver, |4], [9] para las definiciones).
Sea « € (0,1) un factor fijo de descuento. Por medio de ET denotaremos el
operador esperanza que corresponde a la medida de probabilidad inducida
sobre el espacio de trayectorias del proceso bajo la politica m cuando el estado
inicial es z. El costo total descontado V(x,7) se define como es usual:

[e.e]
o s t—1
V(z,7) = EZ E a re(x, ap). (1,2)
t=1
Posteriormente sera necesario especificar condiciones que garanticen que sea

finita la funcion de valor:

Vi(z) :=if V(z,7) z € X, (1,3)

werl

v que un politica dptima m, exista, de tal manera que

V(z,m,) =Vi(x) paratoda =€ X. (1,4)
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De aqui en adelante M denota la clase de todas las politicas de control.

Para poder plantear el problema de estabilidad (o robustez) en el que
estamos interesados, supondremos que la distribucién D del v.a. { es desco-
nocida para el controlador, quien sin embargo disponde de una aproximacion
Dg to De¢. Aqui £ es un vector aleatorio genérico en la sucesion de v.a.’s i.i.d.

é}, 9, ... con distribucion comuin Dg. Este esquema modela una situacion
que se presenta con cierta frecuencia en las aplicaciones.

En particular, en lugar del proceso z; en (1.1) el controlador analiza su
correspondiente aproximacion x; dada por la siguiente ecuacion:

T, =F(T,0,&), t=1,2,... (1,5)

Supondremos que la tnica diferencia entre los dos problemas de control
(descritos en (1.1) en (1.5)) radica en la diferencia de las correspondientes
distribuciones de £ y de 57 cuando la segunda esta disponible. De esa manera,
en vez de la politica 6ptima 7, (que satisface (1.4)) y es de hecho inaccesible,
se debe utilizar en el sistema la politica 7., Optima para (1.5), como una
aproximacion de m,. La politica 7, (en caso de que exista) debe satisfacer:

Viz,7) = Vi(z) := fggwx,w), z e X, (1,6)

donde .
V(z,m)=EIY o' le(F,@). (1,7)

t=1

Mediremos la calidad de tal aproximacion por medio del costo en exceso de
V. e (1.3), i.e., por medio de la diferencia

A(x) :=V(x, ) — V(z,m.) >0, (1,8)

a la que denominamos indice de estabilidad (ver [6], [8]).

Tal como se estudia en [6], [8] definimos en el contexto de esta tesis al
problema de estimacion de estabilidad como el de encontrar cotas, a las que
nos referiremos como desigualdades de estabilidad, de la siguiente forma:

A(z) < Clx)[p(De, D)], = € X, (1,9)

donde ¥(s) — 0 cuando s — 0, y u es una métrica definida sobre el espacio
de medidas de probabilidad. Aunque suponemos que D es desconocida, en
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ocasiones se pueden encontrar cotas superiores para p(Dg, Dg). Por ejemplo,

esto ocurre cuando Dy = ﬁ(&, &, ..., &,) es la distribucién empirica y p es
una métrica “débil.2propiada (i.e. que metriza la convergencia débil, quizés
bajo alguna condicién adicional).

Los resultados en los articulos [6], [7], [8], [11], [12] presentan diversas
desigualdades tipo (1.9) para ¢(s) = s7 (0 < v < 1) bajo “métricas fuertes";
tales como

n [a métrica de variacion total:
u(De, Dg) = sup {|Bp(€) = 9] Il <1}

= [a métrica w-ponderada de variacion total:

D, Dg) = sup { | ELe(6) - @ :sup £ <1},

El lector puede consultar [2], [15] para revisar resultados relacionados. Sin
embargo, estos resultados no permiten analizar el problema de estabilidad
cuando utilizamos una médida empirica D(&;, ..., §,) para aproximar Dy: en
general, la variaciéon total entre una distribuciéon con soporte finito y una que
no tenga soporte finito esta acotada para abajo por una constante positiva
y por lo tanto no se puede ir a cero (por ejemplo, la variacion total entre la
medida uniforme sobre el intervalo [0,1] y cualquier medida empirica siempre
es 1. Dos de los resultados importantes presentados en esta tesis se refieren
al planteamiento de desigualdades de estabilidad en las cuales se utilice una
métrica débil. Bajo métricas débiles, si es posible que una medida empirica
se aproxime arbitrariamente a la medida dada.

Presentaremos en este capitulo un sistema de condiciones bajo olas cuales
los modelos de control bajo consideracion obedecen la desigualdad (1.9) para
Y (s) = s y una métrica “débil"y muy importante. Por ejemplo, el Teorema
2 de la siguiente seccion asegura que bajo condiciones adecuadas

Ax) < K(x)E(Dg,Dg), r e X, (1,10)
donde

(D¢, Dg) := sup {\E[w(ﬁ) — @(&)]] : g such that |ip(s) — (s)| < 7(s,8), 5,8 € S} :
(1,11)
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y r es la métrica sobre el espacio S.

Utilizaremos, tal como se mencioné en el primer capitulo, la métrica de
Kantorovich que denotaremos por medio de ¢ . Una sucesion de vectores
aleatorios ¢-convergente automéaticamente converge débilmente. El siguiente
resultado importante (ver, por ejemplo, [14]) ilustra la importancia de la
métrica de Kantorovich: si S = R* entonces ¢(Dg,, D¢) — 0 si y solo si
&, = € (converge débilmente) v E|&,| — E|¢].

Cuando se utilizan medidas empiricas 13(51, ...,&,) para aproximar la
distribucion desconocida D¢ on (R*, B(R*)) se demostrard que

EA(z) < [?(x)n";(k) Inn, n=23,...,z€X, (1,12)

sujeto a Eel¥l < oo para alguna v > 0. En (1.12) el exponente §(k) se com-
porta como 1/k. Vale la pena mencionar que existen ejemplos de procesos
markovianos controlados (ver |[6]) con costo total descontado finito que son
inestables respecto a este criterio. Para tales procesos, desigualdades tipo
(1.10) y (1.12) son imposibles.

En la tercera seccion del capitulo daremos dos ejemplos de procesos mar-
kovianos de control para los cuales es posible dar estimaciones tipo (1.10)
y (1.12). Uno de ellos es un modelo de inventarios o modelo de sistema de
colas con tasa de servicio controlada. El otro es un problema de optimzacion
de portafolios a tiempo discreto [10].

3.2. Hipoétesis y Resultados

Recordemos: denotamos por X el espacio de estados, por A el espacio de
acciones y por S el espacio del ruido (el espacio en el cual las perturbaciones
aleatorias &, toman valores), todos son espacios métrics con sus respectivas
métricas (X, p), (4,d), (S,r).

En lo sucesivo utilizaremos en el planteamiento de las hipdtesis el con-
cepto de distancia o métrica de Hausdorff, que se define como el real h(B, C)
dados conjuntos compactos B, C' contenidos en A determinado por la expre-
sion:

h(B,C) := max{supd(z,C),supd(y, B)}.
zeB yeC

Separaremos a las condiciones técnicas en varios bloques. El primero, que
es conocido en el contexto de los procesos markovianos de control (ver [9]) se
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requiere para asegurar la existencia de minimizadores en las correspondientes
ecuaciones de optimalidad.

Bloque 1 de Condiciones.

1. El congunto A(zx) es compacto para cada x € X y el mapeo que toma
como valores conjuntos x — A(x) es superiormente semicontinuo con
respecto a la métrica de Hausdorff.

2. La funcion de costo c : K+— R es inferiormente semicontinua.

3. Para cada funcion continua acotada u : X — R las funciones
u'(z,a) == EulF(z,a,¢)]
Yy ~
u"(z,a) == Eu[F(z,a,§)]
son continuas sobre K.

El segundo conjunto de condiciones garantiza la existencia de soluciones
a la ecuaciéon de optimalidad y permite que las soluciones posean algunas
propiedades utiles para nuestros propositos (ver [6], [9] y la demostracion
del Teorema 1 en la seccion 4).

Bloque 2 de Condiciones. Eziste una funcién continua W : X — [1, 00)

tal que:
1. |e(z,a)| < W(x) para cada (z,a) € K. (2.1)
2. Eziste una constante € (o, 1) tal que
EWI[F(z,a,§)] < g W(x), (2,2)
EW|[F(z,a,§)] < gwu«), (2,3)

para cada (z,a) € K.
3. Las funciones

w'(z,a) == EW[F(z,a,§)]

w'(z,a) == EW[F(z,a,§)]

son continuas sobre K.
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Observacion 1. Se sabe (ver [9],[13]) que las sequientes condiciones son
suficientes para (2.1) - (2.3).

Ezisten una funcion continua Wy : X — [1,00) y constantes vy, ¢ y b
tales que

m oy <1

n |e(z,a)] < Wy (2), (z,a) € K; (2.4)
s EWL[F(z,a,8)] < yWi(z) + b, (2.5)
s EW[F(z,a,8)] < yWi(z) +b, (z,a) € K. (2.6)

Denotaremos por B, el espacio de Banach de todas las funciones medi-
bles u : X — R para las cuales la norma:

lullw = sup{lu(z)|/W(z) : =€ X}

es finita.

Del teorema 8.3.6 [9], pagina 47, se sigue que bajos los Bloques 1 y 2 de
condiciones, ambos procesos de control (1.1) y (1.5) poseen sus respectivas
politicas 6ptimas estacionarias:

To = {fes for - - byag = fulweq),t > 15

7’?* - {ﬁvﬁa s }7at = .Zk(%t—l)vt > 17

con correspondientes funciones de valor inferiormente semicontinuas V,(z) =
V(z, ), Vi(z) = V(z,%.) € By, y que las esperanzas EV,[F(z, a,£)], EV,[F(z,a,€)]
existen para toda (x,a) € K. Denotemos por M el conjunto de todas las
distribuciones de ¢ y E para las cuales las esperanzas anteriores existen para
cualquier (z,a) € K.

Definamos la siguiente pseudo-métrica p sobre M:

1(De, D) = sup{[EV.[F(x, a,€)] - EV.[F(x,a,))| : (x,0) €K}, (27)

Esta pseudo-métrica toma valores en [0, co]. Es importante tomar en cuenta
que 1 Dg, Dg) puede ser cero incluso para distribuciones distintas Dy, Dg.

Teorema 1. Bajo los Bloques 1 y 2 de condiciones se cumple:

A(z) < 20(1 —a)™ +a(l = )W (2)|u(De, D), =€ X. (2,8)
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El siguiente paso es acotar la pseudométrica p por medio de la métrica
probabilistica débil que nos interesa.

Bloque 3 de Condiciones. Eristen una constante Ly y una funcion me-
dible Ly : S — [0,00) tales que:

1. Je(z, ) — e(y, a)] < Lop(z,y) pora loda (z,a), (y,a) € K.

2. plF(2,a,6), F(y,a,€)] < Li(€)p(a,y) para toda (2,a),(y,a) € K y
Ll = ELl(f) S 1.

3. El conjunto A es compacto y A(x) = A para cada x € X.

Teorema 2. Bajo los Bloques 1, 2 y 3 de condiciones, tenemos:

A(r) < 2a Lo [ ! a

S L |T=a T a— gy W(x)} UDg, Dg), ve€X, (29)

donde { es la métrica de Kantorovich definida en (1.11).
Observacion 2. Para S = R,

(DD = [ |Fele) — Fefo)] .

donde F, Fg son las correspondientes funciones de distribucion (see [1]).
Seria interesante determinar las expresiones correspondientes la métrica de
Kantorovich sobre probabilidades en R".

Consideremos la aproximacién de D¢ por medio de medidas empiricas.
Sea n > 1 fija, &1, &, ... &, v.a.’s i.i.d.con distrubucion D y

l/jn:ﬁ(£1>"'a§n = Zéfz

la medida empirica (es decir, una medida aleatoria sobre (.S, B(S)) Denote-

mos por medio de 5 un vector aleatorio con distribucion D y sean 5} ),

t=1,2,... copias mdependlentes de f(”

Supongamos que & = £t ), =1,2,... en el proceso aproximante(1.5).
Entonces el indice de estabilidad en(1.8) es aleatorio. Para evitar problemas
de medibilidad la esperanza considerada en (2.11) y (2.12) y abajo se puede
tomar como la integral exterior, tal como se define en [16]. En este contexto
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se plantea de manera natural el problema de control adaptado: ;qué ocu-
rrirfa si en cada etapa modificamos la medida empirica utilizando la nueva
informacion disponible y actualizamos la politica 6ptima del nuevo problema
aproximante?;Se puede adaptar este proceso al contexto Bayesiano? Espe-
ramos en un futuro cercano poder analizar estas cuestiones, pero por lo
pronto, escapan al marco de esta tesis, salvo su mencién como problemas
abiertos en el capitulo de conclusiones.

Corolario. Sea
S=RF E¥ <oo paraalgin ~ >0, (2,10)

y supongamos que los tres Bloques de Condiciones se cumplen. Entonces, pa-
ra cada € € (0, %) existe una funcion finita K (x) = K(e, a, 8, Lo, Li,7, k, W(m))
tal que
EA(z) < K(z)n %M 1n(n), n=2,3,..., z€X. (2,11)
donde
1/2, if k=1,
de, k) =4 1/2—¢€, if k=2,
1/k, if k>3.

Este corolario sigue de (2.9) y de la proposicion que le sigueque se de-
riva de los resultados presentes en [3] y tiene interés propio. Notese que el
exponente d(e, k) = 1/k y el conjunto K (x) en (2.11) no dependen de € para
k # 2. Es plausible que para k = 2 in (2.11) también se puede tomar ¢ = 0.

Proposicién. Sea & un vector aleatorio en R*, para alguna v > 0, EeVlél <
o0, ¥ &1,&, ... &, v.a.5 t.0.d. distribuidas con.

Sea Lip :={p : R¥ - R :|p(x) — p(2)| < |z — 2|, z,2' € R*}.

Entonces existe una constanteM = M (v, k) tal que

1 n
E sup |Ep() = ~ ) ¢(&)| < Mn~"“PIn(n), n=23,... (212)
i=1

pEeLip

Observacion 3. De los resultados en [3] se sigue que en general para k # 2
el exponente min (%, %) en (2.12) no se puede mejorar.

Observacion 4. (Un problema abierto).
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Al demostrar las desigualdades de estabilidad (2.9), (2.11) de demostrd
primero que la funcidn de valor V, involucrada en (2.7) satisface la condicion
de Lipschitz. Esto se debe al Bloque 3 de Condiciones, particularmente al
hecho de que la funcion de costo c es por hipotesis de Lipschitz. Existe una
amplia clase de procesos markovianos controlados en las aplicaciones, para
las cuales se asume que

c(z) = b, a<1 (X =][0,00)),

y se prueba que V, satisface la condicion de Hélder para la misma o sin em-
bargo, en este caso V, no es de Lipschit. Por ejemplo, esto ocurre en procesos
de distribucidn de recursos entre consumo y produccion ([4], Ch. 6, §11) o
en problemas de optimizacion de portafolios ([10]). Para tales procesos al-
gunas versiones de la desigualdad (2.9) se pueden demostrar substituyendo
funciones Lipschitz en la definicion (1.11) por funciones Hélder. Sin embar-
go, hasta donde sabemos, constituye un problema abierto estableces la tasa
de convergencia a cero de la expresion:

n

B sup |Bole) -~ 366

peHo!l

where
Hol := {9 : R* - R: |p(x) — p(2)| < |z —2|% z,2" € RF}.

Para concluir, presentaremos un Bloque de condiciones suficientes para
que A(z) — 0 bajo cualquier aproximacién de Dg respecto a la topologia
débil.

Bloque 4 de Condiciones.

1. La funcion c(x,a) de costo por etapa es acotada y uniformemente con-
tinua en K.

2. El mapeo x — A(z) (que a cada x le asigna el conjunto A(z)) es
uniformemente continuo respecto a la métrica de Hausdorff.

3. La funcion F(x,a,s) es uniformemente continua sobre K x S.
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Tal como en la seccién 1, sea £ un vector aleatorio genérico para la
sucesion &1, &o, ... involucrada en (1.1), y tambi” “en para n = 1,2,... sea

EW un vector aleatorio genérico para la sucesién i.i.d. §1n),§§n), ... la cual
para cada n define un proceso de control aproximante tal como en (1.5),

7 = F (iﬁi)l,ag”),§")> L t=1,2,.... (2,13)

Se sabe (ver, por ejemplo [4]) que el Bloque 4, Condiciones (1) y (2)
garantizan la existencia de politicas 6ptimas estacionarias m, = { fs, fs,... }
para el proceso (1.1) y 7 = {ﬁf"), £ .} para su n—ésima aproxima-
cion (2.13). De manera similar a (1.8), definimos la sucesion de indices de
estabilidad :

An(z) = V(e, 7)) = V(z,7,) >0 reX, n>1

Teorema 3. Supongamos que también se cumple el Bloque 4 de Condiciones.
Si €™ = ¢ (converge débilmente), entonces, para cada x € X

A, (z) =0 as  n — 00.

3.3. Ejemplos de aplicacion de las Desigualda-
des de Estabilidad

En esta seccion consideraremos dos ejemplos de procesos markovianos
aplicados de control para los cuales lo Bloques 1, 2 y 3 de condiciones se
cumplen y por lo tanto, las desigualdades (2.9), (2.11) también.

3.3.1. Modelo a tiempo discreto de un problema de op-
timizacioén de portafolio de consumo en inversion
Especificamente, se considerara una versiéon a tiempo discreto de pro-

blema de consumo de vida (ver [10]), donde se desea maximizar la utilidad
a-descontada:

U(z,m)=E] Z ozt_lu(xt_l, at). (3,1)
t=1
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Aqui ;- € X = (0,00) denota la riqueza presente, mientras el control
a; designa la proporcion de dicha riqueza x; 1 que se decidi6 consumir, y
describe en el tiempo ¢t —1 la asignacion del resto en un portafolio de activos.
Consideraremos m activos en el mercado, indizdos por £ =1,2,...,m.
En esta version del modelo, los conjuntos de acciones no dependen de x
, es decir, A(z) = A para cada z € X, donde A es el siguiente subconjunto
compacto de R™+1L:

“ 1
A= = (ag,A1,...,0m) : =1; >0, k=1,....m; dg<ap<——
{a (ag,a ) ;ak ai = m 0_a0_1+5}

y 0o, 0 > 0 son constantes dadas tales que dy < ﬁ. (Se les puede tomar
muy cercanas a cero.)
La dindmica del sistema la determinan las ecuaciones:

7= (1 —Go)mtqzak(t(k), t=1,2,..., (3,2)
k=1
donde los vectores aleatorios & = (Ct(l), e ,(tm)), t=1,2,... son indepen-

dientes e idénticamente distribuidos. La variable aleatoria Ct(k) estrictamente
positiva describe el movimiento del precio del k-ésimo activo en el periodo
t, (k=1,2,...,m).

Observacion 5. En (3.2) algunas de las variables aleatorias Ct(k) pueden
ser degeneradas, es decir, pueden corresponder a inversiones sin riesgo. Un
problema de control similar es considerado en []] (utilizando un terminologia
diferente).

Para atacar el problema de minimizaciéon planteado, es conveniente intro-
ducir la funcién de costo por etapa ¢ definiéndola como ¢(z, a) == —u(z, a),
(z,a) € K. Entonces (ver (3.1)) la magnitud a minimizar esta dada en (1.2).

Condicién 3.1. Existen una funcion C' =R x A — R continuas respecto a
a y una constante Lg tales que

(a) c(z,a) = Cln(apx),al, (utilidad logaritmica);

(b) |C(y,a) — C(y,a)| < Loly — ¥/| para toda a € A; y,y' € R.
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Para cumplir las Condiciones 2 y 3 definimos y; = Inx; y pasamos de (3.2)
al siguiente procesos:

Y =Y—1 +ma), t>1, (3,3)
donde
ny = In(1 — ag) +1n

k=1
El proceso de control (3.3) esta definido en el espacio de estados Y = R;
involucra el mismo espacio de controles A (con A(y) = A,y € Y). Su funcion
de costo por etapa ¢ corresponde a ¢(y,a) = C(y + Inag, a) (ver Condicion

3.1, (a)).

Condicién 3.2. La funcion

¢(a) := Eln

Z akdk)
k=1

es finita y continua sobre A.

Procedamos a revisar que se satisfacen las Condiciones 1-3 para el pro-
ceso (3.3). La Condicion 1 sigue inmediatamente de las Condiciones 3.1, 3.2
y el teorema de convergencia acotada. Para verificar (2.1) y (2.2) es mejor
verificar (2.4) y (2.5) en la Observacion 1. Con este propdsito hagamos v = 1
y Wily) =1+ [yl.

La desigualdad (2.4) se sigue de la Condicion 3.1, (b)ya que la funcion
continua C(1In(ag),a) es acotada en el conjunto A.

Condiciéon (2.5) and Condicion 2, item 3 se satisfacen por (3.3) y la
Condicion 3.2.

Finalmente, la Condicion 3 se satisface (con L; = 1) dada la Condicion
3.1, (b) v la estructura de la ecuacion (3.3).

Aplicando el Teorema 8.3.6 en [9] observamos que existe politica 6ptima
estacionaria m. = {fs, fi,... }, fi : Y — A que minimiza el costo total
descontado

V(y,m) = Ej Zat_lé(yt_b at) (3,5)
t=1

para el proceso (3.3). Dado que el conjunto (0, 00) se mapea biyectivamente
sobre el conjunto (—oo,00) bajo la funcion In(z), la politica estacionaria
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para el proceso controlado (3.2) definida como f,(x) := f*(ln(x)) is 6ptima
para el ultimo respecto al criterio:

V(z,m) = EJ Z o'~'C'[In(az), a.
=1

Sean ahora
= ~1 “(m
gt:(ct()77t())7 t>1

los vectores aleatorios utilizados para definier el proceso aproximante (3.2).
En particular, sea

Ty = (1 —ap)T Zakak), t=1,2,....
k=1

Supongamos que las Condiciones 3.1-3.2 se cumplen para este proceso, to-
mando logaritmos obtenemos el proceso aproximante

Uy = U1 + () (3,6)

(3.3). (7:(a) se define de manera similar a (3.4)).

Sea T, = {]7*, ]7*, ... } una politica 6ptima estacionaria para el proceso
(3.6). Entonces, tomando en cuenta el comentario anterior sobre la corres-
pondencia entre las politicas 6ptimas ]?*(y) y ﬁ(ln(x)), podemos reformular
el indice de estabilidad en (1.8) de la siguiente manera

A(ZL’) = V(yv’ﬁ*) - V(y,ﬂ'*)7

donde y = Inx y el costo total descontado V fue definido en (3.5) para el
proceso (3.3).

De esta manera hemos verificado que se cumplen las hipotesis del Teo-
rema 2. En consecuencia, obtenemos la siguiente desigualdad de estabilidad
para el problema de consumo e inversion optimo que surge de (3.2):

A(z) < M(z)l(Dg,, Dg), (3,7)

donde ¢ es la métrica de Kantorovich y M (x) es una funcion finita cuyos
valores se pueden calcular explicitamente en términos de «,d,dq, Lg, ¢ en

(24) y sup p(a).
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En en el caso en el que Dg es la medida empirica, se puede suponer
(2.10) y aplicar la desigualdad (2.11) para estimar en este ejemplo la tasa
de convergencia a cero del indice de estabilidad.

Observacion 6. Para calcular la constante M (z) en (3.7) (para una = dada)
se puede utilizar (2.9) con L; = 1y evaluar 5y W(z) en términos de las
constantes presentes en (2.4), (2.5) (con v = 1). La manera de lograrlo se
detalla en la Seccion 8 de [9].

3.3.2. Un sistema de inventarios

En esta ocasién considerarremos un proceso markoviano de control defi-
nido por las equaciones:

Ty = (l’t+1+at—ft)+, t:O,ly..., (3,8)

donde z; € X :=[0,00), a; € A(x) = Ay A es un subconjunto compacto de
un intervalo (0,0], 0 € A, para &, &, ... una sucesion de variables aleatorias
no-negativas i.i.d.

El proceso de control (3.8) modela la evolucién del nivel de la mercancia
en la teoria de inventarios (véase e.g. [4], [9]). Por otro lado (3.8) describe
los tiempos de espera en el sistema de colas GI|D|1|oco con tasa controlable
de servicio a;. En el contexto del problema de estabilidad, el proceso (3.8)
se estudia en [6] (utilizando la métrica de la variacion total).

El proceso aproximante

%t: (%t—l +5t—g)+, t:(],l, (3,9)

difiere de (3.8) solo por la distribucion de &.
Denotemos por § y § variables aleatorias genéricas respectivamente para
& y para &.

Condicién 3.3
(a) E¢ >0y EE > 6

(b) las variables aleatorias £ y E poseen densidades acotadas y continuas
sobre [0, 00);
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(c) para cada x € [0, 00) la funcion de costo por etapa c(x,a) es continua
respecto a a, admite una constante L tal que

c(, a) = c(y, a)| < Loz -y (3,10)
para toda x,y € [0, 00), a € A.

En los articulos [5], [6] se establece que bajo la Condicion 3.3 tanto la
Condiciéon 1 como la Condicion 2, item 3 se cumplen. Sea 5 € («, 1) arbitra-
ria fija y v = (8/a — 1)~1. Como se sigue de lo establecido en los articulos
antes mencionados se sigue que la Condicion 3.3 implica la existencia de una
constante positiva ¢ tal que (2.2) y (2.3) se satisfacen con W (z) = b(e? +7),
donde b es otra constante positiva arbitraria. Sea d := sup |c(0, a)|. Por (3.10)

acA
tenemos que |¢(z,a)| < Loz 4 d. Haciendo b = max {%, Lo/q} asegura-

mos que se cumpla la desigualdad (2.1). Finalmente, la Condicion 3, item 2
se sigue de la estructura de las ecuaciones (3.8), (3.9), donde podemos tomar
Ll - 1

Se han establecido todas las hipotesis del Teorema 2. De esa manera,
definiendo como en (1.8) indice de estabilidad del proceso controlado (3.8)
obtenemos la siguiente desigualdad de estabilidad:

2CYLO 1 ab
M) =15 1—a+(1—ﬂ)2(

equrv) E(Dg,Dg), x € [0, 00).

3.4. Demostraciones

3.4.1. Demostracion del Teorema 1

Simplificando la notacion de la Seccion 2, sean 7 = {f, f,...}, T =
{f, f,...} las politicas 6ptimas estacionarias de los procesos (1.1) y (L.
respectivamente, y V., V, las correspondientes funciones de valor (véase (1.
(1.6)).

Entonces (ver 9], Cap. 8) V., V. y f,fsatisfacen sus correspondientes
ecuaciones de optimalidad (moreover, donde V, V; son las tinicas soluciones):

5),
3),

Vi(z) = ael/ﬂfx) {c(a:, a) + aEV, [F(m, a, 5)]} = c(x, f(m))—l—aEV; [F(w, f(x),f)},
(4,1)
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Vi(z) = finf {c(x,a) + aEV, [F(m,a,gﬂ} = c(x,f(x))—i—aE‘N/* [F(x,f(m),g)},

a€A(z)
(4,2)
Para (z,a) € K denotaremos:

H(z,a) = c(z,a) + «EV,[F(z,a,8)], H(z,a) == c(z,a) + aEV, [F(z,a, 5)],

(4,3)

y denotemos con T’y = {x,a1,x1,a9,...,241,a;}, (t > 1)la parte inicial de

la trayectoria de (1.1)hasta ¢ — 1 bajo la politica de control T = {f, f,... }.
Por la propiedad de Markov del proceso

G = ET [aV*(xt)\Ft} = H(zy1,a;) — c(x4_1,a4)

—nfoca(, ) H(wi1,a) + nfoca,_ ) H(vi-1,0).
Dados (4.1) v (4.3) tenemos:
G = H(wr,a) — feca@, ) H(wi-1,a) — c(xi-1, @) + Vi(z-1)

= At — C(I’t_l, at) + ‘/:k(xt—l)’

donde
A= H(xyq,0,) — Inf  H(zyq,a). (4,4)
aEA(Z‘z—l)
De esa manera
EfaV,(z,) = BT = ETVi(zy1) — Efc(zi_1,a;) + ETA,. (4,5)

Sumando (4.5) con pesos a'~! se obtiene:

Zat_lEfc(xt_l,at Za E Vi(zi—1) — aEZ V(xt)} Zat_lEjAt,
t=1

Z o ETe(wyq,a0) — Vi(w) = —a"ETV,(z,) + Z o TETA. (4,6)
=1 t=1
Dado que V, € B,, por la Condicién 2 cumple (véase [9], p. 52) lim o"ETV,(z,) =
n—oo
0.
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Por lo tanto, pasando al limite n — oo in (4.6) obtenemos(ver (1.8)):

Zat YET (21, ar) Zat_lEfAt. (4,7)

t=1 t=1

Por la definicion de A; en (4.4) y por (4.2) obtenemos:

ANy = H(zy1,a;) — H(x41,a;) + inf ﬁ(xt_l, a)— inf H(zyq,a).

a€A(zi—1) a€A(zi—1)
Thus,

A <2 sup |H(zy_1,a) — H(z_1,a)] < 2o sup
a€A(xe—1) a€A(zi—1)

|EV* [F(xt_l,a, 5)} — EV, [F(It—lvaagﬂ ;

donde la esperanza en el dltimo término se toma con respecto a las v.a.’s §
y € manteniendo x;_; fijo. De la tltima desigualdad tenemos:

A < 2a Z?p ) ‘EV* [F(24-1,0,8)] — EV, [F(xt—l»av@”
a€A(Tt—1

o i (48)
+2a  sup }EK[F(:Et,l,a,E)]—EK[F(xt,l,a,f)”.

a€A(zi—1)

Dado (2.7), el primer sumando del lado derecho de (4.8) esta acotado
por 2apu, donde denotamos p := u(Dg, D).
El segundo sumando es inferior a

W[F(a;tiha’@] Vi[F(2i1,0,6)] = Vi[F(241,a,€ }
WI[F(z,1,a,8)] [F(@i-1,0,8)] = Vi [F (11,0, 6]

2ac sup E{

a€A(zi—1)

<20||V. = Villw sup EW[F(z,_1,a,6)].
a€A(xi—1)
(4,9)
Ahora necesitamos acotar el promedio del altimo factor del lado derecho de
(4.9). Utilizando la notacién Ef en vez de E y la desigualdad (2.3) obtenemos

para cualquier z;_1, a fija, que

EW[F(2;1,0,8)] = EV[F(2,1,0,8)] <

Ll

W(ZL’t_l).
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Asi, sacando provecho del que la la sucesion {z;_1,a;} aparece como resul-
tado de la aplicacion de la politica 7 al proceso (1.1), y tomando en cuenta
(2.2) obtenemos la siguiente cota.

By sup EgW[F(xt—l,aag)] < éEzw(l’t—l) - éij[F(xt—2,at—17§t—1)]
aEA(l’t—l) « o
_ Bpr BY _
= EEI{EW[F(It—Qaat—bgt—l)] | T} < o ET {W(2i) | Ty} =
AN AN
(a) E;T {W[F(l“tf:s, at727’5t72)} ‘ th} = (a) E;;FW [F(xt737at7275t72)} .
Procediendo por induccion tenemos las desigualdades:
] _ B\
By sup EWI[F(1,a,8)] < (—) Wix), t=1,2,... (4,10)
aGA(It—l) «Q

En [6], [9] se establece que los siguientes operadores

Tu(x) := ael'gfm) {c(x, a) + aFu [F(m, a, f)} },

fu(x) = inf {c(a:,a) + &Eu[F(%aaf)]}

acA(x)

son contracciones B,, con modulo f3.
Dado que V, y V, son puntos fijos de dichos operadores tenemos

IV = Vallw = [ITVe = TVil | + | TV = TVl
lo que implica:
IV = Villw < (1= 8)7HITV. = TVi |y < a1 = )" sup W (z) sup
_ zeX a€A(x)
|EV.[F(z,0,8)] = EV.[F(2,a,§)]| < a(l - 8)"p.

(4,11)
Combinando las desigualdades (4.8)-(4.11) se llega a:

1+ % (g)H W(x)] “,

y finalmente, dado (4.7) se establece la desigualdad (2.8).
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3.4.2. Demostracion del Teorema 2.

Dada la definicion (1.11) de la métrica de Kantorovich ¢ y la definicion
(2.7) de la métrica p, la desigualdad (2.9) sigue de(2.8) si establecemos que
para cada (z,a) € K la funcion

o(-) ==Vi[F(z,a,")] : S >R

satisface la condicion de Lipschitz con constante Lo/(1 + ali) (véase la
Condicion 3 para la definicion de Ly y Ly).
Sea Vp:=0yparan=1,2,...

Vo(z) == ;gl {c(z,a) + aEV,1[F(z,a,8)]}, v € X.

Como se demuestra en [9], p.47 para cada z € X V,(x) — Vi(z) as — oo.
Por la Condicion 3, items 1 and 3 tenemos que V; € Lip(Lg) (i.e. satisface
la condicion de Lipschitz con la constante Ly).

Aplicando la Condicién 3, inciso 2 tenemos:

Va(z) — Va(y)| < sup {le(z,a) = c(y,a)| + a| EVi[F(z,a,§)] — EVi[F(y,a,8)]|}
< Lop(z,y) + o sup ELop[F(z,a,€), F(y,a,§)]

§L0<1+@L1)p($,y), xayeX'

Por induccién se establece que V,, € Lip(LO/(l — aLl)), n=12...,y
asi

V. € Lip(Lo/(1 — aLy)).

Demostraciéon de la Proposiciéon
Fijemos algin r > 1 y sea
B, :={r cR*: |z| <r} v
57' = é-IBr(é-);é-r,i = giIBr(éi)7 L= 1,2,...,71.

Denotemos
n

Bole) ~ =~ 3" (e

=1

0, := sup
@€ Lip

Y
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se puede observar que tomando f(x) = p(z) — ¢(0) se escribe

On 1= %E Ef(&) — %Zf(ﬁz) )
donde
L= {f € Lip: f(0)=0,|f(x)| < |z|, =z€ Rk}.
Entonces

S < U [ EF(€) — BAE)] + A+ -3 up (&) ~ S(6:0], (412
i=1 J€

feL
donde
A, =sup|Ef(&) — % Z F(&a)| -
i—1

ferL

Since f(0) = 0 tenemos

[£(€) = F(&) = | (E)B: (&) < [€ 1 (€)
y por las desigualdades de Hélder y de Markov:

B{lel; ()} < (B2 (P(lg] > )" < dexp { =L}

where d = d(7) es una constante finita. De esa manera

Ef(©) - Ef&) <d exp{-T}. (4,13)

El mismo valor acota la esperanza del tercer término del lado derecho de
(4.12). Por otro lado, dado que las variables aleatorias &,, &, ; estan acotadas,
se sigue del Corolario 3.3, la Proposicion 3.4 y la Proposicion 6.1 en [3] que

EA,, < crn‘mm(%’%), n=12... (4,14)
for k#£2y )

EA,, <cle)rn 2%, n=12...,
for k = 2 con constantes ¢, c(¢) independenties de r > 1. Para s = J(¢, k)

seleccionamos r = max {1, % ln(ns)}. Entonces las desigualdes (4.12)-(4.15)

proveen las cotas (2.12) necesarias.
|
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3.4.3. Demostracion del Teorema 3

Es facil verificar que eligiendo la funcion W (x) como una constante, la
Condiciéon 4 implica las Condiciones 1 y 2. Adicionalmente, se sabe que la
funcion de valor en (1.4) es acotada.

De esa manera, aplicando (2.8), utilizando la definicion (2.7) y el hecho
de que V, es acotado, en esta definiciéon basta verificar que la familia de
funciones

F={¢() =V.[F(z,a,")], z,a €K}

es equicontinua en cada punto s € S (ésto ultimo implica que M(Dg, Dgn)) —
0 cuando §<”> = ¢, see, e.g.[1].).

A su vez, por la Condicion 4, inciso 3, basta probar que la funcién V, es
uniformemente continua sobre X.

Sean Vo =0,y V,, =TV,_1, n > 1, donde el operador T se define en el
espacio de las funciones medibles acotadosB de la siguiente manera

Tu(z) := inf {c(z,a)+ aBu[F(z,a,8)]}.

acA(x)

Se sabe que

sup |Vo(z) = Vi(z)| =0 as n — oo.
zeX

Por lo tanto, para demostrar que V, es uniformemente continua, basta es-
tablecer que cada funcién V,, es uniformemente continua sobre X. Sea para
una n arbitraria pero fija, la funcion V,,_; uniformemente continua. Demos-
traremos que V,, también es uniformemente.

Por la Condicion 4, incisos 1 y 3 la funciéon
o(z,a) = c(z,a) + aEV,_1 [F(z,a,§)]

es uniformemente continua sobre K. Efectivamente, V,,(x) = inf,c a2 ¢ (2, a)
es uniformemente continua ya que,para cada ¢ > 0 podemos hacer 6 > 0 de
tal manera que p(z,y) < 6 y entonces sigue que h(A(z), A(y)) < ¢, donde
h es la métrica de Hausdorff. (Véase la Condicion 4, inciso 2). Tomemos
A= A(z,y) .= A(x)UA(y). Entonces, ya que ¢ es uniformemente continua,
entonces existe una funcion g(e), g(¢) — 0 as € | 0, independiente de x,y € X
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tal que
sup ¢(z,a) —sup p(z,a)| < q(e),
a€A(x) acA
sup ¢(y, a) —sup p(y,a)| < q(e).
acA(y) acA

Por otro lado,

S sup ‘90<x7 CL) - @(ya CL)| )
acA

sup (x, a) — sup p(y, a)
acA ac€A

y el lado derecho de esta desigualdad converge a cero uniformemente sobre
x,y cuando p(z,y) — 0.
|
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Capitulo 4

Caso Costo Promedio

En este capitulo extendemos el enfoque de estudio de las perturbacio-
nes de un Proceso Markoviano de Control a tiempo discreto por medio del
método de contracciones al caso en el cual el criterio de optimizacion es el
de costo promedio. Trabajaremos con un espacio general de estados y de
nuevo mediremos el tamano de la perturbacién por medio de la métrica de
Kantorovich. Asumiremos que existe una politica 6ptima costo promedio
para el problema perturbado pero conocido, que es la que se utilizaré en el
problema real para controlar el sistema. Como antes, nos interesa estimar el
deterioro del desempeno.

No se asume que costo por etapa sea acotado. Bajo condiciones tipo
Lyapunov se determinan cotas superiores para el costo promedio en exceso
cuando se utiliza la politica aproximante en vez de la 6ptima (desconocida
e inaccesible por la misma naturaleza del problema). Como una aplicacion
interesantes de estas desigualdades se analiza la estabilidad de un proceso de
control autoregresivo. Sin embargo, en este contexto también es facil que se
presenten fenémenos de inestabilidad, loque se ilustra por medio de algunos
ejemplos.

El contenido de este capitulo corresponde al articulo Average cost
Markov control processes: stability with respect to the Kantoro-
vich metric aceptado y publicado on-line por Math. Meth. Oper. Res. en
el 2008, escrito por Evgueni Gordienko, Enrique Lemus-Rodriguez y Raul
Montes-de-Oca.
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4.1. El caso promedio

En este capitulo seguiremos en la medida de lo posible el analisis realizado
en el capitulo anterior, pasando del caso de costo total descontado al de
costo promedio. La técnica fundamental utilizada es la de los operadores
contractivos, pero dada la complejidad inherente al caso promedio, para
lograr contar con operadores contractivos se requerira anadir una Condicion
tipo Lyapunov.

De nuevo compararemos dos Procesos Markovianos de control a tiempo
discreto (véanse e.g. [1,7] las definiciones pertinentes), cuya dindmica esta
definida por las siguientes ecuaciones:

Tt :F(:l:t,l,at,&), t = 1,2,... <1,1)

T = F(F1, 0, &), t=1,2,... (1,2)

Aqui, los z;, 7, € X de nuevo denotan los estados de los procesos al tiempo
t; a; € A(xi—1) C A, ap € A(Ty—1) C A son las acciones de control, y {&,t >
1}, {gt,t > 1} son dos sucesiones de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos (i.i.d.) que toman valores en el espacio de Bore
S. El espacio de estados X y el espacio de acciones A son también espacios
de Borel, y a cada estado x € X su correspondiente conjunto de acciones
admisibles A(z) es compacto, el conjunto K := {(x,a) : z € X,a € A(z)}
es medible en X x A por hipotesis. En lo que sigue, las métricas en los
correspondientes espacios X, A y S se denotan respectivamente por p,d y
r, mientras que K posee una métrica p := max{p,d}. El costo por etapa
c(x,a), (r,a) € K serd no-negativo, medible y, en general, no acotado.

Sean x € X y 7 be, respectivamente un estado inicial dado y una politica
de control dada (véase e.g. [1,7] para las definiciones). Para los procesos (1.1)
y (1.2) definimos los correspondientes costos promedio por unidad de tiempo
J, J de la siguiente manera:

1 n
J(x,m) ;= limsup — ZE;rc(xt_l, at), v € X, (1,3)
n—oo T 4T
~ ) 1 <& o
J(x,m) = hirisolipg ZEIC(%:—L at), v € X. (1,4)

t=1



4.1. EL CASO PROMEDIO 47

En este capitulo nos interesa analizar el problema clasico de minimizar
J y J en el contexto de las desigualdades de estabilidad que hemos venido
estudiando a lo largo de la tesis.

Supondremos que el problema primario es la busqueda de una politica
dptima 7, para el proceso (1.1) tal que

J(x,m) = 71rr61£I J(z,7), zeX, (1,5).
Pero en nuestro contexto este problema no se puede resolver directamente
por las razones antes expuestas. (En (1.5) M denota la clase de todas las
politicas.)

Tal como ha sido el tema recurrente en esta tesis, en nuestro contexto, la
estimacion de estabilidad consiste en dada la distribucién real pero descono-
cida D del elemento aleatorio & in (1.1) es aproximarla por una distribucion
disponible Dg de la perturbacion aleatoria 51 que define el proceso de control
(1.2). En particular, en la seccién 2 retornamos al muy importante caso en el
que la aproximacion es la distribucién empirica Dg que se obtiene de obser-
vaciones independientes del elemento aleatorio con distribuciéon desconocida
De.

El objetivo inmediato de este capitulo consiste en introducir condiciones
bajos las cuales existen politicas 6ptimas 7, y 7. para el proceso (1.2).

La ultima politica satisface la ecuacion:

J(x,7,) = inf J(z,7), = €X.

el

También se establecera que ambas “funciones de valor"J(x, m,) y J(x, )
no dependen del estado inicial z € X.

Supongamos que la politica 7, se puede determinar (al menos desde
el punto de vista tedrica), y es la que se utiliza para controlar el proceso
“original"(1.1). El correspondiente costo promedio en exceso que se paga es
determinado por el indice de estabilidad:

A= J(7,) — J(m.) > 0. (1,6)

Siguiendo el enfoque de Gordienko (see [2,4,5,6,8]) se plantea el proble-
ma de estimacion de estabilidad como el de encontrar “desigualdades de
estabididad"de la forma

A Sw[ﬁ(ngDg)]a (177>
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donde ¥ (t) — 0 cuando t — 0+, y [ alguna métrica de probabilidad ade-
cuada al contexto del problema. (Véase por ejemplo [9] para la definicion de
métrica de probabilidad

El caso en el que 8 la métrica de variacion total ha sido considerado en
[2,6,8] y en |5] donde ha sido posible establecer desigualdades de estabilidad
como (1.7) para el problema de optimizacién de costo total descontado,
(También son relevantes los trabajoes [10, 11]). Sin embargo, bajo la métrica
de variacion total y otras métricas “fuertes"no es posible estimar el indice
de estabilidad A cuando la aproximacion se realiza por medio de médidas
empiricas, por ejemplo, tal como se ilustré en el primer capitulo.

El problema bésico que se propuso para esta tesis doctoral fue el de
analizar las desigualdades de tipo (1.7) tomando métricas de probabilida-
di “débiles" 3, i.e. métricas compatibles con la convergencia débil. En este
capitulo se muestra como se puede llegar a una desigualdad de este tipo
utilizando la métrica de Kantorovich.

En el capitulo anterior se describe como es posible establecer una de-
sigualdad tipo (1.7) for para el problema de optimizacion de costo total
descontado precisamente cuando (3 es la métrica de Kantorovich:

UDe, Dg) = sup {|E(€) — Bp(€)] : 9+ [¢(s) — ¢(s)] < r(s,); .8 € S}
(18)

Recordemos que r es la métrica sobre el espacio S.

Tal como se menciona en el primer capitulo, se sabe (véase, e.g. [9]) que,
por ejemplo, para S = R¥ la f-convergencia es equivalente a la convergencia
débil mas convergencia de losprimeros momentos absolutos. En este capilo
se ilustra como utilizando los resultados del capitulo anterior y los intere-
santes avances contenidos en [12] respecto a las propiedades contractivas del
operador funcional correspondiente a la ecuacién de optimalidad del caso de
costo promedio, se puede deducir la siguiente cota del indice de estabilidad
A:

A < Bl(Dg, Dg), (1,9)

donde B es una constante que se puede calcular explicitamente.

Para establecer la desigualdad (1.9) requeriremos condiciones tipo Lya-
punov (como las utilizadas, por ejemplo, en |3, 12]) y condiciones de “suavi-
dad” impuestas sobre las probabilidades de transicién de los procesos (1.1)

y (1.2).
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Como ejemplos de aplicacion de la desigualdad (1.9) se considerara la
aproximacion por medio de medidas empiricas y la estimacion de estabilidad
de un sistema autoregresivo simple.

Hay que senalar que las hipotesis relativas a las condiciones tipo Lya-
punov por un lado, y a la “suavidad” de las probabilidades de transicion,
por el otro lado, son muy importantes, en particular, en su ausencia se
puede presentar el fenomeno de la inestabilidad de los procesos de control.
Se analizaran dos ejemplos de procesos inestables. En ellos, las distancias
{(Dg, Dgn) se van a cero, cuando n — oo, pero, apesar de ello, existe una
constante positiva v (independiente de n) tal que

A, ;:J(%£"))—J(W*)27 paran=1,2,3....

4.2. Condiciones y resultado principal

Primero enunciaremos las condiciones que involucran la funcién esto-
castica de Lyapunov W. El uso de este tipo de condiciones no es raro, en
particular se puede consultar [3,12].

Bloque 1 de Condiciones. Existe una funcion medible W : X — [1,00),
una constante A € [0, 1), una medida de probabilidad v sobre (X, By) y una
funcion continua ¢ : K — [0, 00) tales que: para cada (z,a) € K se cumple:

(a) c(z,a) <W(z);

() P(F(x,0,) € B) > o(x, a)(B)
P(F(x,a,g) € B) > ¢(x,a)v(B), para toda B € By;
(c) EW[F(z,a,8)] < AW (z) + ¢(z,a) /XWdl/,

EW [F(x,a,g)] < MW (z) + ¢(z,a) /X Wdv:

(d) b:= sup qb:r;a/Wdl/<oo

(z,0)ER

(e) inf / qﬁ(w,f(m))u(dx) > 0,

felho X
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donde Aq denota la clase de todos los selectores medibles f: X — A
tales que f(z) € A(x), v € X.

Observacion 1. Cada selector f € A, define una politica estacionaria de
control m = {f, f,... }. En particular, cuando sea conveniente, interpretare-
mos a Ag como la clase de todas las politicas estacionarias.

El segundo bloque de condiciones es bastante restrictivo: impone “condi-
ciones tipo Lipschitz” sobre la funcion de costo por etapa y las probabilidades
de transicion de los procesos (1.1) y (1.2).

No estd de méas recordar que la distancia de Hausdorff h entre conjuntos
compactos By C' de A es:

h(B,C) := max{sup d(z,C),supd(y, B)}.

zeB yel

De ahora en adelante, para las parejas (z,a) € K utilizaremos la nota-
cion: k = (z,a), y denotaremos por £ y £ a los elementos genéricos, respec-
tivamente para &1, &, ... v &1,&, ... in (1.1), (1.2).

Bloque 2 de Condiciones. Existen constantes finitas Lo, L, L1 y L, tales
que:

(a) h[A(z), A(2))] < Lop(z,2'); 2,2’ € X;

(b) |e(k) — (k)| < Lipk, k'), k, k' € K;

(c) dw(F(k€), F(K,)) < Luk,X), kK €K,

donde se define

dw(¢,¢) == sup [Eu(C) — Eu(C)| (2,1)

w:|u|<W

para los elementos aleatorios C,gen (X, Bx).
(d) sup p(F(a:,a, s), F(z,a, s’)) < L,r(s,s),s,s €58;
(z,a)€K

(e) para cada © € X el mapeo a — Fu [F(az,a, 5)] es continuo sobre

A(z), cuando u = W y cuando u es una funcion arbitraria medible y
acotada.
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Remark 2. In Assumption 3 in [4] the above condition (d) was omitted due
to our oversight. Correspondingly, the right-hand side of inequality (2.9) in
[4] must be corrected multiplying it by L..***Corregir esto en el capitulo
anterior***

Se sabe (véanse por ejemplo [3,7]) que los Bloques de Condiciones 1 y 2
proveen condiciones suficientes para la existencia de politicas estacionarias
Optimas 7. = {p,,...}, T« = {&, ¥, ...}, respectivamente, para los pro-
cesos de control (1.1) y (1.2). Ademas, los costos promedio minimos (“las
funciones de valor”) J(z,,), J(z,T,) no dependen del estado inicial € X,

y

Jo = J(m) = 1r€1£ J(m) < o0, (2,2)
J, = J(7,) = inf J(m) < oo. (2,3)

Consecuentemetne, el indice de estabilidad A esté bien definido por (1.6).
Ya esta todo listo para formular el resultado principal.

Theorem. Bajos los Bloques de Condiciones 1 y 2
A < Bl(Dg, Dg), (2,4)

donde ¢ es la métrica de Kantorovich definida en (1.8), y

B=06(Lo+ 1)L, [1 + ﬁ] [Ll + %méx {1, %H . (2)5)

(e}

Observacién 3. Si S = R entonces (ver [9]) (D¢, Dg) = / |Fe(z) —

Fg(z)|dz, donde Fy es la funcion de distribucion de la variable aleatoria ¢. No
hemos logrado localizar ninguna referencia sobre la formula correspondiente
para vectores aleatorios: quizas éste constituye un problema abierto atn, y
de ser asi, constituiria un problema muy interesante.

Consideremos el caso en el que la distribuciéon desconocida Dg es apro-
ximada por la distribuciéon empirica:

~ 1 <&
DgED(§1’€27...7€n) = Ezé&v
=1

obtenido de realizaciones independientes &1, &o, . . ., &, del elemento aleatorio
¢ (donde ¢, es la medida de Dirac). El corolorio abajo sigue directamente de
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(2.4) y el resultado en [4] se refiere a la tasa de convergencia de las medidas
empiricas en la métrica de Kantorovich. B

Sea n > 2 un elemento aleatorio arbitrario fijo £ in (1.2) con distribu-
cién 13(51,52, ...,&), y la politica 7, en (1.6) se obtiene respecto a esta
distribucion.

Corollary. Supongamos que S = R¥, y para alguna v > 0, Felél < co. En-
tonces, bajo el Bloque de Condiciones 1y 2 a cada e € (0,1/2) le corresponde
una constante K = K(¢) tal que

EA < Kn*ek) In(n), n=23,..., (2,6)

donde
12 if k=1,
k(e k):=<¢ 1/2—¢€ if k=2
1k if k>3

4.3. Contraejemplos

En esta seccion ilustramos la importancia de las condiciones aparente-
mente restrictivas que se han impuesto por medio de dos contra ejemplos.
En la siguiente seccion aplicamos la desigualdad (2.4) al estudio de la esta-
bilidad de un proceso controlado autoregresivo.

Ejemplo 1. (Verificando la importancia del Bloque 1 de Condiciones en
el Teorema.) Sea X = {0,1,2,...}, A(x) = A = {0,1}, z € X, S =
{0,1,2,...},

Ty = w1 + &, (3,1)

Ty :5@&14‘57 t=12,..., (3,2)

donde 5 = 0, y para cualquier € € (0, 1) la variable aleatoria £ = £, posee
distribucion de Poisson distribution con parametro e. Sea también c(z,a) =
c(x), z € X la siguiente funcion: ¢(0) =1, ¢(1) =0y ¢(x) = 3 para = > 2.

Eligiendo xy = Ty = 1 vemos quela politica estacionaria 7, = {1,1,...}
es 6ptima en promedio para el proceso (3.2) con J,(1) = J(1,7,) = 0. Apli-
cando esta politica al proceso (3.1) encontramos que x; = 1+ & + -+ +
& 2% 0o, y por lo tanto J(1,7,) = 3. Por otro lado, para la politica estacio-
naria 7 = {0,0,...} por medio de un célculo directo podemos verificar que
para una e suficientemente pequena, J(1,7) < 2.
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De esa manera, para toda tal e,
A1) =J(1,7) = J(1,m) > J(1,7) = J(1,7) > 1.

Es sencillo verificar que ¢(Dg, D¢.) — 0 cuando € — 0. Notemos que en
este ejemplo simple el Bloque de Condiciones 2 se cumple, pero que al menos
el inciso (¢) del Bloque de Condiciones 1 no se llega a cumplir.

Ejemplo 2. (llustrando que el cumplimiento de los Blogques de Condiciones
1y 2 no son suficientes para la estabilidad con respecto a la métrica de
variacion total).

Sea X =[0,00), A(z) = A={0,1}, z€ X, S=1[0,00) ¥y
xt:atﬁt; ftzﬁta, t= 1,2,....

For € € (0,1/2) hagamos

1 1

1 1
DE = 5 0o + (5 - E) U(O, 1) + 651)(5),
donde 0, es la distribucion de Dirac concentrada en el punto x, U(0,1) es
la distribucion uniforme sobre el intervalo (0,1), v b(e) > 1 es un namero
que especificaremos en su momento. Sealet ¢(z,a) = ¢(x) una funcién no-
negativa de costo que satisface la condicién de Lipschitz y tal que:

= c(0)=1, ¢(x)<1, O<x<l1l, ¢(1)=0;

1
¢ es decreciente sobre [0,1] y / c(x)dxr = 8/9;
0

wc(z)=x—1, x>1;

Es inmediato verificar el Bloque de Condiciones 2 en este ejemplo.
Para que se cumpla el Bloque de Condiciones 1 basta con elegir:

1, 0<x <1,
-w(x): z, x> 1:

= oz, a) =04
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s v=273p; A=0,9; be) =031

Dado que c es decreciente sobre [0, 1], la politica estacionaria 7w, = {1,1,...}
es Optima respecto al proceso {Z;}. Por otro lado,

- 1 1 8
J(T,) = 5+ (5 €> 9 +eb(e) > 1,2
para cualquier € € (0,0,05), y para la politica estacionaria = = {0,0,...}
tenemos: J, < J(m) = 1. De esa manera, para las constantes antes mencio-
nadas se cumple ¢, A > J(7,) — 1 > 0,2. Al mismo tiempo, la distancia de
Variacion Total V/(Dg, Dg) — 0 cuando € — 0.
Pero hay que notar que este ejemplo no contradice (2.4) porque £(Dx, Dg)

no se va a cero cuando € — 0 (dado que Eg no converge a F¢).

Se puede construir un contraejemplo que demuestra que el Teorema el
inciso (d) del Bloque 2, también es esencial.

4.4. Estabilidad en Control Autoregresivo

Analicemos ahora un caso de mucho interés el cual es c-estable.
Ejemplo (Aplicacion de la desigualdad de estabilidad a un proceso contro-
lado autoregresivo).

Sea X =S =R, A=[-v,7]withagiven0 <y <1, A(z) = A, z¢€
X,y

Ty = g + &,

Ty = Etft_l—i—gt, t:1,2,

Supongamos que las variables aleatorias £ v € (genérica para & y Et)
tienen densidades continuas y estrictamente positivas sobre R. Denotare-
mos dichas por f¢ y fE’ respectivamente. Adicionalmente, supondremos que
existen funciones medibles ) : R — R, ¢ : R x [—7,7] x R — R tales que:

o fe(t —ax) =v(t)e(t,a,v); t,x €R, a€[-,7]; (3.3)

. /OO b (1)]dt = ko < oo, /oo ]l (0)|dt = ky < 0o (3.4)

oo
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e ¢ es diferenciable en a,z, y

0
sup oy (t,a,z)| < kg < 00; (3,5)
t,z€R, aa
a€[—v,7]
0
sup ad (t,a,z)| < k3 < o0. (3,6)
t,z€R, 81’
a€[—v,7]

Ademés, supondremos que la densidad fz satisface las condiciones (3.3)-
(3.6).

Observacion 4. Las condicioness (3.3)-(3.6) se satisfacen, por ejemplo,
cuando f¢ es la densidad normal con pardmetros (i, 0.
En este caso se puede elegir:

2
U(t) = e

Sea ahora ¢ : R x [—7v,7] — [0,00) una funcion de costo por etapa que
satisface la condicion de Lipschitz del Bloque 2, (b) y tal que para alguna
constante by > 1

c(x,a) < |x| + by, (z,a) € K.

Es claro que los incisos (a) y (d) del Bloque 2 se satisfacen con las
constantes Lo =0, L, = 1.

Eligamos W (z) := |z| + b, 2 € R, donde b > by sera especificada poste-
riormente. Para revisar el cumplimiento del inciso (c¢) del Bloque 2 hacemos
la observacion de que es directo verificarlo para k = (z,a), k' = (2/, d'),

dW(a‘T +¢, a'z’ + 5) = /_ W(t) |fa1’+£(t) - fa/:c/+€(t)| dt

= [ 1+ Dlfele — ax) — fele - @

—00

Utilizando (3.3)-(3.6) obtenemos:
| fe(t — az) — fe(t — )| < [tlp(t)(ks|a — a'| + ks|lz — 2']),

y by (3.4)

/OO tl] fe(t — az) — fe(t — d'2)|dt < ky(ka + ks)p((z, ), (2, d)).
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De manera similar,

/°° |f§(t —ax) — fe(t — a’x’)!dt < ko(ka + k3)pu((z, a), (2, a")).

Por lo tanto, la desigualdad en el Bloque 2, (c¢) se cumple con
L = (bko + k1) (k2 + k3).

Sean k,d > 0 numeros que se determinaran mas tarde, y ¢ : R — R una
funcién continua tal que:

K, © € [—d,d],
T P

yen (d,(d+ 1)),

donde I :=[—(d+ 1), (d+ 1)].
Sean -
H :=max{E[¢|, E|¢|},

y la probabilidad v en el Bloquel la distribucion uniforme sobre [—d, d] .
Para garantizar el cumplimiento del Bloque 1, (¢), definimos:

A=) = méX{HTfy,l - %} € (v,1). (3,8)

Entonces B
EW[F(z,a,8)] = E(Jaz + £ +b) <

Y|z| + H+b=
MV (z) — (A =y)|z|+ H+b(1-)) <

MV (x) — (A —)|z|+ H+ 1.
En el lado derecho de la primer desigualdad del Bloque 1, (c¢) obtenemos

o(z,a) /X W(x)v(z) = /f/z |x|;l—2 + kb= K Bl +B] : (3,10)

para cada z € [—d, d].
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Elegimos b = b(k) de la siguiente manera:

- H+1
b= méx{ i ,bo}. (3,11)
K

De esa manera, se cumple x € [—d, d,
EW[F(z.0.6)] < \W(0) + 6(a,a) [ W, (3,12)
X

debido a (3.9)-(3.11).
Para garantizar el cumplimiento de (3.12) para x con |z| > d, definimos

Entonces por (3.8) A —~ > 1777 y

para cada x € R\[—d, d]. Por lo tanto (3.9) implica la desigualdad
EW|F(z,a,&)] < A\W(z).

Dado que ¢(z) = 0 sobre R\I,, para verificar el Bloque 1, (b) basta
considerar x € 1.
Para una B € By arbitraria tenemos:

P(F(x,a,) € B)=P(£ € B—ax)

> inf Pe€e B—y) = inf fe(t)dt

y€ly yely By
> {nf fet+y)dt > XBnNI)h > 2dhw(B),
ve€la Jpny,

donde elegimos una constante positiva conocidah de tal manera que
h < mi inf inf f 3,13
< min {Zlegld fe(2), inf fg(Z)}, (3,13)

(A es la medida de Lebesgue).
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Para cumplir el Bloque 1, (b) basta fijar en (3.7)
4(H +1)

K = 2dh =
=7

h. (3,14)

Observacion 5. De hecho podemos relajar la hipotesis respecto a la po-
sitividad de f¢ y fg asumiendo s6lo que son estrictamente positivas en el

intervalo
4(H+1) 4(H+1)
{_ -y " 1-9 ] |

Las restantes desigualdades en el Bloque 1, (b), (c¢) se verifican de manera
similar.

La condicion (e) en el Bloque 1 se satisface trivialmente dado que la
function ¢ no depende de a. Ademas, por (3.10), (3.11) y (3.14) tenemos
que en el Bloque 1, (d),

Ah(H+1) [H+1 1—7
ix 9 b : 3,15
-7 L—Wm“{”’ 1h H (3:19)

Todo esto constituye el cumplimiento de las hipotesis del Teorema de la
seccion 2. Consecuentemente, (2.4) nos brinda la siguiente desigualdad de
estabilidad para el ejemplo bajo consideracion:

A < BU(De, D;), (3,16)

b —

donde, segtin (2.5) y el célculo anterior tenemos:

— b L b
B=6|14—=| |1+ ——= 1, ——
6[*(1—A>2H1+1—Am{ 1—AH’
b esta dado por (3.15),

. 1+ 1
A = max —’]‘_T s
2 mibx {7, bo }

1
L= {koméX{T bo} +k1:| (k2+k'3)7

y la constante h = h(H) se define en (3.13).
La distancia de Kantorévich en (3.16) se puede calcular de la siguiente

manera;
(D¢, D / ‘/ fe(t)dt — / fe(t)dt

dx.
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4.5. Demostracion del Teorema

Utilizando la funcion W del Bloque 1 se introduce el espacio de Banach
By, de las funciones medibles u : X — R para las cuales la norma:

|u(z)]
u = Ssu —_—

En el articulo [12] (ver también [3]) se prueba que bajo los Bloques 1y 2
(y de hecho, bajo condiciones atin mas débiles) existen politicas estacionarias

es finita.

Optimasm, y 7, con correspondientes costos promedio optimos J,, J. (see
(2.2), (2.3)), asi como que los selectores ¢, p que definen las politicas 7, y
T, satisfacen las siguientes ecuaciones de optimalidad:

h(z) = 1/21{ : {e(x,a) — J.+ Eh[F(z,a,§)]}
acA(x
(4.1)
= c(z,0(2)) = Jo + EL[F(z,0(2),8)], ©€X,
h(z) = inf {C(:L‘,G) —J,+ Eh [F(:L‘,a,g)}}
a€A(x)
(4,2)
= (e, 3(@) - J. + ER[F(2,3(x),6)], z€X,
donde h,ﬁ son ciertas funciones que pertenecen a By .
Para cualquier (x,a) € K definimos las siguientes cantidades:
H(z,a) = c(z,a) + Eh[F(z,a,8)] — J., (4,3)
H(z,a) := c(z,a) + Eh[F(z,a,8)] — I.. (4,4)

Denotaremos por medio de {X;, ¢ > 0} al proceso de Markov inducido
por el uso de la politica de control 7, = {p,@,...} en el proceso (1.1).
Fijando su “histor” hasta el momento t:

[y :={z,a1,21,0a9,...,241,a},

utilizando (4.1)-(4.4) y la propiedad Markov podemos escribir (cambiando
de notacion: 7 := 7, por simplicidad):

(= E™ [h(Xt)\Ft} = H(zi1,0;) — c(xp_1,a4) + Jo =
H(It_l, (lt) — infaeA(xt_l) H(l’t_l, CL) + h(l’t_l) - C(ZEt_l, (lt) + J* =

Ay —c(xi—1, ap) + h(ze—1) + s,
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donde
Ay = H(xy1,a;) — Inf  H(zyq,a). (4,5)

aEA(xt—l)

Thus,
E;rh(Xt) = E;Ct = E;Th,(thl) — E;;C(Xt,l, CLt> + J* + E;;At

Sumando las tltimas igualdades sobre t = 1,2,...,n obtenemos:
1 zn: Ere(X,_1,a;) = J, + = [h(z) — ETh(X,)] + = zn: ETA;.  (4,6)
Lt : ’ n : i : 7

En 3| se demostré que para cualquier politica estacionaria 7 el limite del
lado izquierdo de (4.6) existe y es finito independiente del estado inicial
r € X. Adicionalmente, de [3| se sigue que existe un elemento aleatorio
X(m) tal que dw(X,, X(7)) — 0 cuando n — oco. A partir de esto , y del
hecho de que i € By se obtiene £ ETh(X,,) — 0 as n — 0.
Recordando la definicion del indice de estabilidad en (1.6), utilizando el
hecho de que J, = J(m,) se sigue de (4.6) que
1l
A= lim — ;ExAt. (4,7)
A partir de (4.2)-(4.5) y de la definicion de la politica 7 = {$, ¢, ...}
como una 6ptima para el proceso (1.2) se observa que

ANy = H(zy1,a0) — H(xy1,0,) + Inf  H(zyq,a)— inf H(z,q,a).

a€A(xi—1) a€A(zi—1)

Asi (véase (4.3), (4.4)),
’At‘ < 2 sup ’H(Itflucw - ﬁ('rtflva” < 2"]* o j;’ + 2It> (478)

a€A(xe—1)
donde

I; .= sup
aEA(Z‘z—l)

Eh[F(2i_1,0,€)] — Eh[F(z1-1,0a,8)] ) L (49)

Para encontrar una cota superior para I; observamos que:

I, < sup ) Eh[F(x4-1,a,8)] — Eh[F(xt,l,a,g)} ‘ +
a€A(ze—1
(4,10)
sup |Eh[F(z_1,a, E)] — Eh [F (21, a, E)] ‘ :

a€A(xi—1)
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Para evaluar el segundo sumando del lado derecho de (4.10) se introduce
la siguiente pareja de operadores T, 7T : By — Byy:

Tu(zx) = elg(f : {c(:z:,a) —Jo+ BulF(z,a,8)] — gb(x,a)/ udu} , x € X,

* (4,11)

Tu(z) := 1/11}{ : {c(x,a) —J+ Eu[F(x,a,g)} - gb(m,a)/ udu} , v e X.
acA(x X

En [12] bajo el Bloque 1 se demostré que 7'y T efectivamente mapean
By sobre By, y adicionalmente, que dichos operadores son contractivos con
modulo A respecto a la norma || -- - ||y. Por otro lado, en el articulo antes
mencionado se demuestra también que

Th="h; Th=h, (4,12)

donde h y h son respectivamente soluciones de las ecuaciones (4.1) y (4.2).
Regresando a (4.10) observamos que

W [F(a:t_l,a,g)}

sup |Eh [F(xt_l, a, g)} — Eh [F(xt_l, a, E)] ’ = <
a€A(xi—1) W |:F(xt_1’ a, f)i|
b = Rl sup EW[Flay, a,8)].
- (4,13)

Iterando la segunda desigualdad en el Bloque 1, (¢) se obtiene que para cada
t>1,re X,

~ b
sup EW [F(xtfla a, f)} < AtW(x) 0 (4a14)
a€A(ze—1) I—A

donde b es la constante del Bloque 1, (d).
Respecto al primer factor del lado derecho de (4.13) tenemos:

| = Rllw < ||ITh — Thlw + |Th — Thllw < |Th — Thllw + A|h — hl|w,
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O

Ih =Ry < —— sup —J.+ BR[F(z,0,8)] + J. — ER[F(z,0,8)]| <

1
— A zex W( ) acA(x)

Eh[F(z,a,)] — Eh[F(z,a,8)] ‘

(z,a)€K

1_ [|J j*}—i— sup

(4,15)
Combinando las desigualdades (4.8), (4.10), (4.13), (4.14) y (4.15) obte-
nemos la siguiente desigualdad:

(v g0 (i)

1 ~ 1

donde

(4,16)

Q= sup |Eh[F(z,a,&) — Eh[F(z, a,g)} |. (4,17)

(z,a)€K
Ahora se demostrara que para cada (z,a) € K la funcion h[F(z,a,e)] in
(4.17) es Lipschitz sobre S con la constante

1—A
UUtilizando (4.12) y la propiedad contractiva de 7' se obtiene:
[Pllw = ITh = TO+ TO[lw < Al[hllw + [[T0[|w-

L:=(Ly+1)L, [Ll + L max{l &H . (4,18)

De esa manera, en vista de (4.11),

1 1
hilw <
i < 135

Utilizando el Bloque 1, (a) observamos que para la politica estacionaria
Optima 7, = (@, p,...) se sigue:

inf c(x,a)— J|.

4,19
acA(z) ( ’ )

J, = lim — ZE' c Xt 1, (X 1)) <

n—oo M
t=1

(4,20)
lim — ZE” (X)) < —— b ,

n—oo M _1—)\
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dado que, de manera analoga a(4.14),
EW (X)) < X'W(x) + T
A partir de (4.19) y (4.20) obtenemos:
Il < —— maxd1, 21 (4.21)
w S gy mixql, o—— =i :
Determinemos ahora la constante K < oo tal que la siguiente funciéon invo-
lucrada en la ecuacion (4.1):
g(k) := c(k) + Eh[F(k,¢)]

es de Lipschitz con constante K. Para arbitrarias pero fijas k = (z,a),k’ =
(2',a’) € K podemos verificar que (ver Bloque 2, (b), (¢)) que dado (4.21)
y la definicién de la métrica dy en (2.1),

l9(k) — g(k)| < Lip(k, X') + [ER[F(k, )] — ER[F(K', )] <
Lip(k, K') + rLp(k, k') < Kpu(k, k')

where K := L, +rL.

Usando la ecuacion (4.1) y el Bloque 2, (a), (d) observamos que para pro-
bar que h es de Lipschitz con la constante (Lo+ 1)L, K it basta fundamentar
la siguiente afirmacion:

Para una funciéon ¢g : K — R tal que

9(k) — g(K)| < Ku(k,X), k k' €K

se sigue

inf g(:l:,a)— inf g<y7a) S(L0+1)Kp($7y)

x,y) =
g( y) a€A(x) acA(y)

para cada x,y € X.

Efectivamente,
Y < { f 7 { f Y
g(r,y) < aelAIl(gc)g(x a) aeln(m)g(y a)| +
inf ,a) — Inf Ja)| < Kp(x,y) + 1.
ne (m)g(y ) aeA(y)g(y ) p(z,y)
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Se demostrara que

I:=| inf g(y,a)— 9(y,a)| < KLop(z,y).

inf
a€A(x) acA(y)
Supongamos que éste no es el caso, entonces existe € > 0 tal que [ >
KLop(z,y) + €.
Sea, por ejemplo,
I = inf ,a) — inf , Q).
b 9(y.a) = inf g(y,a)
Dada la compacidad de A(z), A(y) v la continuidad de g, existen a, € A,
a, € A, para los cuales los infimos anteriores se alcanzan. De esa manera

9y, az) > g(y,ay) + KLop(x,y) + €.

Since h [A(x), A(y)] < Lop(x,y), there exists a, € A(x) tal que d(ay,a,) <
Lop(z,y), y consecuentemente

19(y, az) — g(y, ay)| < KLop(z,y).

Comparando ambas desigualdades tenemos que ¢(y, a,) > g(y, a,) + €, con-
tradiciendo el hecho de que a, es el elemento para el cual el infimo de ¢(y, a)
sobre a € A(z) se alcanza.
Aplicando la definicion de la métrica de Kantorovich en (1.8), vemos
que(4.17)
Q < L{(Dg, Dy), (4,22)

donde L es la constante de (4.18).
Comparando (4.7), (4.16) y (4.22) se deduce que

A<2 (1 + Lw) [LU(De, D) + |, — L] (4,23)

(1-

La siguiente tarea consiste en acotar la magnitud|J, — j*\ en términos
de la distancia de Kantorovich entre ¢ y E Para lograrlo utilizaremos el
vanishing discount approach y algunos resultados apropiados de [4].

Fijemos a € (0,1), y para un estado inicialr € X y una politica 7 € 1
definamos el costo total descontado para los procesos(1.1) y (1.2), como
respectivamente:

Volz,m) = E7 Z ozt_lc(xt_l, a),
=1
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o0
v o pm =1~ o~
Volz,m) = E7, E o' (T, ay).
t=1
Las correspondientes funciones de valor se definen de la siguiente manera:

V¥ (x) := inf V,(z,7), r e X;

werl

V*(z) = inf V(z, ), e X.

wen

Para el Bloque 1, (¢), (d) y los resultados en [4] se sigue que

Ve =Vl < (1= B) TV — TV e (4,24)

2a
1—a’

where W, (z) := W(z)+b

Tou(x) == e1£‘1(f : {c(z,a) + aBu[F(z,a,)]}, reX

(y T, being defined similarly).
Utilizando (4.24) es inmediato demostrar que

2 ~

Vi(2) = Vi) < 77— ¥(a) Qu(€. ). (4,25)
donde
P(a) > 1 as a—1, (4,26)
y
Qu(€,6) = sup ’Ev; [F(2,0,8)] — BV [F(z,a,6)] ) . (4,27)

(z,a)€eK

Se sigue de los resultados en|3| que bajo los Bloques 1y 2, una sucesion
{a,} € (0,1) se puede elegir de tal manera que cuando n — oc:
-a, — 1;

- (L= )V (2) = J (4.28)
- (1= an)Vi (2) = s (4.29)
-V (x) = Vi(z) = W(x), welX, (4.30)

para cierta funcion h’ € By, que satisface la ecuacion:

B'(z) = inf : {c(z,a) — J.+ EN[F(z,a,€)]}. (4,31)

a€A(z
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Dado que A’ € By y / Wdy < oo, tenemos que vy := / h'(z)v(dx) es un
X X
numero finito.

Using (4.25) - (4.29) we establish that for every integer N,

1. = Ji| < 2limsup Qq, (£,8) <

n—oo

(4,32)

2sup sup )Eh F(m,a,f)] —Ehan[F(xaaaf)}

n>N (z,a)€K

Y

donde hq, (v) :=V} (v) =V} (2) =7, z € X.

Por (4.30) hg,(z) — h'(z) — 7, z € X, cuando n — oo. Por lo tanto
la funcion h = h' — 7 es también solucion de la ecuacion (4.31), y dado
que [y h(z)v(dx) = 0, por [12] se deduce queTh = h, para el operador
Contractlvo T definido en (4.11).

Por otro lado, dado que para cada o, V = T,V (|3,7]), se sigue que
para cada n, r € X:

hao(¥) = ifacawm {c(z,a) = (1 —an)Vy (2)
(4,33)
+a, Eh,, [F(m, a,§)} - (1- an)y} ,

or

N
han - Tan h/an?

donde el operador T(;n : By — By esta definido por el lado derecho de
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(4.33). Asi

I = bl = 1Th = T2, ol <
ITh — Tha, lw + | The, = T, ha lw <

)\Hh - hOm

w —I— HThOCn - T(;nhan

w, Or

Hh - hOén

1
< ——||Tha, — T, ha <
W—l_)\H n n W =

QAn

(4,34)

1 1
* 1_ n y
s AT { Jo— (1= an)Vy (2)]

+ sup (1 —ay,)|Eh,, [F(a:, a,f)} |+
a€A(x)

(1 —a,)y+ sup ¢(x,a)/xhan(x)y(dx)}.

acA(x)

El primer sumando del lado derecho de (4.34) tiende a cero cuando n —

oo debido a (4.28). En [3] se demuestra que existe una constante K tal que
para cada n € X,

(Vi () = Vi (2)] < KW (x). (4,35)

Tomando en cuenta esta desigualdad y el Bloque 1, (¢), (d) concluimos que
los segundo (y también tercer) sumandos del lado derecho de (4.34) tienden
a cero cuando n — oo. Ademas, por la continuidad de ¢, (4.35), Bloque 1,
(d), el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue y el hecho de que
Jx hdv = 0, se obtiene que el dltimo sumando en (4.34) converge a cero
cuando n — oo. Por lo tanto, para cada € > 0 podemos elegir una N tal que
paran > N

[hanllw < N[Allw + 17 = hay, lw <7+ (4,36)

donde la constante r se definié en (4.21).

Utilizando (4.36), la ecuacion (4.33), el Bloque 2, (a), (b), (¢) y repi-
tiendo el argumento utilizado para establecer la propiede de Lipschitz de
h, encontramos que para n > N la funcion h,, es Lipschitz con la cons-
tante (Lo + 1)(L1 + L(r + e)), y en consecuencia (ver Bloque 2, (d)) para
cadan > N, (z,a) € K la funcion hq, [F(z,a,e)] es Lipschitz sobre S con
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la constante L,(Lo + 1)(L1 + L(r + €)). De esa manera, a partir de (1.8) y
(4.32) se sigue

|J. = J.| < 2L.(Lo + 1) (L1 + L(r + €)) (D¢, D). (4,37)

Dado que € es artibrario, podemos tomar € = 0 en la tltima desigualdad.
Combinando las desigualdades (4.23) y (4.37)se logra finalmente demos-
trar la desigualdad de estabilidad deseada (2.4).
|
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de estos afios dedicados a la investigacion doctoral, se pue-
de, afortunadamente, hablar de suficientes problemas como para tener una
razonable esperanza de estar ante una fecunda, robusta y longeva linea de
investigacion. Describiremos escuetamente los problemas esenciales.

5.1. Estabilidad: Hadamard, problemas bien plan-
teados y la no-unicidad.

Un problema interesante que plantea la reflexion sobre la estabilidad en
problemas de control es su contraste brusco con teorias clasicas de estabi-
lidad como la de Hadamard en el contexto de las ecuaciones en derivadas
parciales. Recordemos que dicho concepto esta implicito en la concepcion de
Hadamard de cuando un problema esta bien planteado (es el tercer punto):

1. La solucién existe.
2. Es tnica.

3. Depende de manera continua (en alguna topologia adecuada) de los
parametros.

De hecho, es claro que en el caso de modelos estocasticos encontrar la
topologia adecuada es un reto tanto matemético como filosofico y de mode-
lacion.

71
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Pero nos llama mucho la atencién el punto dos: que la solucion sea tni-
ca. Si nuestra ecuacion diferencial aspira a servir como instrumento para
modelar un aspecto de la realidad, es claro que la falta de unicidad plante-
aria un gran problema: ;cudl de las soluciones realmente deberiamos tomar
como modelo? Sin embargo, cuando, en un segundo paso, pasamos de mo-
delar a tomar una decisiéon es posible, y de hecho, ocurre en muchos casos,
que la solucién no es tnica. Por ejemplo, en una esfera existen infinitas tra-
yectorias de un punto a su antipoda que tienen longitud minima. En una
cultura matematica que durante siglos ha cultivado la unicidad como una
virtud, incluso al punto de forzarla via clases de equivalencia, el alto grado
de no-unicidad que presentan diversos problemas de optimizacion plantea
una anomalia conceptual. Pero desde el punto de vista del decisor esa no-
unicidad puede ser buena, tener mas alternativas puede, como se hace en
algunas ocasiones, permitir optimizar lexicograficamente, es decir, primero
optimizar el criterio basico y luego seleccionar a partir de un segundo crite-
rio, etc. El problema que creemos se plantea en este contexto es analizar la
estabilidad de la no-unicidad: ante pequenas variaciones, cuando se conserva
la no-unicidad y en qué casos, por el contrario, la no-unicidad es inestable, es
decir, toda pequena perturbacion genera un nuevo problema que si tiene 6p-
timo unico. La respuesta a estas cuestiones permitiria en particular extender
la nocién de problema bien planteado a los problemas de optimizacion.

5.2. Coherencia de problemas, subproblemas y
superproblemas.

Existe otro contexto en el que la estabilidad puede tener sentido, que
podriamos denominar meta-optimizaciéon al menos en esta secciéon. Nos re-
ferimos a los cambios que puede sufrir el 6ptimo se el problema original se
reduce o se aumenta (es decir, qué tanto difieren los 6ptimos del problema,
de subproblemas y superproblemas).

Pensemos por ejemplo en el horizonte de control: si aumenta o disminuye
el intervalo de tiempo en el cual el sistema esta bajo control, ;qué ocurre con
el 6ptimo? jen qué sentidos podria ser o no estable? ;bajo qué condiciones?

Situaciones similares surgen si aumenta o disminuye el conjunto de ac-
ciones admisibles en cada estado.
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5.3. La Meétrica de Kantorovich

Tal como se detalla en el capitulo 3, el trabajo previo sobre el tema de
estabilidad se habia realizado en el caso de la métrica de Variacién Total y la
Métrica de Variacion Total Ponderada. Estas métricas excluyen el estudio
de la estabilidad a distribuciones de probabilidad que sean mutuamente
singulares, y por ende, no permiten analizar la aproximacion de una medida
dada por una densidad utilizando una medida concentrada en un conjunto
finito. Sin embargo, existen otras métricas que si permiten estudiar este caso,
como la de Kantordvich. Pero la métrica de Kantorévich no es la tnica, y
surge la pregunta natural de porqué elegirla. Podemos aducir las siguientes
razones:

= [sta métrica metriza la convergencia débil de medidas.
= Tiene una definicion matematica elegante.
= Su definiciéon involucra la familia de funciones de Lipschitz.

= Para medidas en R admite una formulaciéon muy cémoda en términos
de las funciones de distribucién.

= Se conocen diversas desigualdades que la relacionan con otras métricas.

» Esta intimamente relacionada con el problema de Transporte Optimo
de Masa de Monge-Kantordvich.

= Existen una literatura relativamente accesible y clara sobre el tema.

Por supuesto, ésto no implica que no sea de interés analizar el problema
de estabilidad respecto a otras métricas. En ese sentido, este seria un primer
problema abierto. Mucho de la dificultad estriba en la gran variedad de
métricas existentes y el escaso orden de la literatura sobre el tema.

Para concluir esta seccion, es relevante plantear el siguiente problema:
.es posible analizar el problema correspondiente de estabilidad cuando el
sistema aproximante es una discretizacion del sistema original? El poder
utilizar una métrica como la de Kantorovich tiene la ventaja de que per-
mite analizar un sistema continuo aproximandolo por uno finito. Pareciera
entonces que este problema ya esta basicamente resuelto por los resultados
presentados en la tesis. Lamentablemente no es asi: un control 6ptimo del
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sistema finito en principio no se puede aplicar directamente en el sistema
original. Es decir, al problema hay que anadirle la informaciéon que permite
interpolar un control del sistema original a partir del control del sistema
discretizado. Es plausible que por ejemplo, se puede intentar resolver este
problema en esquemas de discretizaciéon como el de Kushner et al., que dis-
cretizan una difusiéon controlada al aproximarla por una Cadena Controlada
de Markov.

En discusiones con el Dr. Andrés Christen, surge la pregunta de si es
posible replantear el problema en un enfoque adaptivo y un contexto Ba-
yesiano al estudiar la relacién entre la justificacion de la teoria Bayesiana
por medio de la teoria de la informacion, y la métrica de Kantorovich. Por
ejemplo, si iy es una medida a priori que aproxima a g y por medio de una
muestra X obtenemos una medida a posteriori p(X), jestarda mas pu(X) de
w1 en la métrica de Kantorovich que g de p? Si se analiza el paso de la
medida a priori a la a posteriori como un operador, jes este operador una
contraccion respecto a la métrica de Kantorovich?

5.4. Consideraciones Finales

Tal como se plante6 al inicio del texto, el objetivo de la presente tesis
no es meramente comunicar por escrito los resultados obtenidos sobre el
problema doctoral. También queremos lograr motivar el interés por el tema
y facilitar el acercamiento a cualquiera que le llame la atencién. Por esa
razén algunas consideraciones son relevantes.

El tema de la estabilidad es un tema que no ha recibido la importancia
que merece, al encontrarse en la frontera entre las matematicas y los campos
en los que se aplica el control. Precisamente por esa razon presenta un terreno
fértil para la investigacion. Aunque en México atn existe el prejuicio de
diversos matematicos que se mantienen alejados de sus colegas de otras
disciplinas, ahora es méas urgente que nunca ese acercamiento. El control
estocéstico presente un muy buen contexto para lograrlo.

Por otro lado, los problemas matematicos planteados gracias a dicha
interaccién son interesantes per se y requieren matematicas como andlisis
funcional y teoria de la medida, pero en un contexto donde su utilidad se
renueva. Es sorprendente céomo una técnica tan clasica como el Teorema
del Punto Fijo de Banach atn guarda mucha vitalidad. Surge la pregunta
obligada jtendran aplicaciéon similar algunos de los otros teoremas de Punto
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Fijo?

En el plano propio del Control Estocéstico, se utilizo6 de manera crucial
el método de aproximaciones sucesivas que en este contexto se conoce como
Iteracion de Valores. Pero existe otro método utilizado con cierta frecuencia
en la practica pero que no admite un analisis matematico tan directo, cono-
cido como Iteracion de Politicas. Sin embargo, se sabe que en cierto sentido
Iteracion de Politicas en un Método tipo Newton. Un problema interesan-
te consistiria en revisar los resultados de los dos capitulos anteriores en el
contexto de Iteracion de Politicas: jain se puede utilizar la técnica de los
operadores contractivos?

No estd de mas comentar que esta tesis se realiz6 en el marco de una
comunidad de nuevos y entusiastas investigadores que estan consolidando
el estudio de diversos problemas de modelaciéon y optimizaciéon probabilisti-
cas, entre los cuales se pueden mencionar muchos nombres como Hugo Adan
Cruz, Heliodoro Cruz, Francisco Salem, Oscar Vega, Juan Gonzéalez y mu-
chos otros. De entre los nombres ya consolidados como los doctores Onésimo
Hernandez-Lerma, Rolando Cavazos y mi asesor E. Gordienko, es muy grato
también mencionar nuevos lideres como el Dr. Rail Montes de Oca.

Aprovecho finalmente la oportunidad para volver a agradecer al Prof. E.
Gordienko por su gran generosidad intelectual y humana, al compartir tanto
durante la elaboracion de la tesis, en particular, al ligarnos a la tradicion
matematica rusa en probabilidad que se remonta de Chebyshev, Lyapunov,
Markov a Jinchin llegando a Kolmogorov y su discipulo Préjorov, de quien
el Prof. Gordienko fue alumno. Spasibo!
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